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1 Einleitung

In der Formalen Begriffsanalyse werden vollständige Verbände durch formale Kontexte be-
schrieben. Um mit solchen Kontexten arbeiten zu können, werden Konzepte wie Vollhomo-
morphismen, vollständige Kongruenzrelationen oder vollständige Unterverbände für Kontexte
adaptiert. In dieser Arbeit wird das Gerüst eines Verbandes, das von R. Wille 1976 in dessen
Arbeit Subdirekte Produkte vollständiger Verbände (s. [11]) vorgestellt wurde, begriffsana-
lytisch aufgearbeitet. Ausgehend von einem reduzierten Kontext K wird mit begriffsanalyti-
schen Mitteln (Bindungen und Teilkontexten) eine Teilmenge des zugehörigen Begriffsverban-
des ausgewählt. Diese bildet einen relativen sup-Unterhalbverband von B(K) und wird das
Gerüst des Verbandes genannt. Aus dieser Struktur kann der gesamte Begriffsverband kon-
struiert werden. Ähnlich wie mit Kontexten gewinnt man also eine Datenmenge, die (meist)
kleiner ist als die Datenmenge der zum Verband gehörigen Ordnungsrelation, ohne Informa-
tionen über den Verband zu verlieren.

Zur Konstruktion des Gerüstes werden vollständig subdirekt irreduzible Faktoren eines Ver-
bandes verwendet. Das Gerüst ist umso kleiner, je besser sich ein Verband zerlegen lässt.
Auf der Ebene der Kontexte geht es um die Zerlegbarkeit in bestimmte Teilkontexte. Aus
deren Begriffsverbänden wird das Gerüst gebildet. Für modulare Verbände ergibt sich ein
besonderer Vorteil: Die Teilkontexte, die zur Konstruktion verwendet werden, sind disjunkt.

In Kap. 6 geht es um Verbände in der Varietät M3. Mit Hilfe von Bindungen können bestimm-
te Teilkontexte von Kontexten zu Verbänden in M3 beschrieben werden. Vorbild dafür ist die
Arbeit Finite sublattices of four-generated modular lattices von B. Ganter, W. Poguntke und
R. Wille (s. [4]). In dem Artikel wird das Konzept des Gerüstes zum Beweis einer Aussage
über Verbände benutzt. Diese Möglichkeit motiviert die Untersuchung von Gerüsten auch in
der Begriffsanalyse. Im zweiten Teil von Kap. 6 wird eine begriffsanalytisch formulierte Be-
hauptung über die Varietät M3 mit Hilfe verbandstheoretischer Aussagen bewiesen. Die dort
verwendeten Konzepte bieten Ansatzpunkte für weitere aussichtsreiche Übersetzungen.

Da in der Arbeit bekannte Resultate in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse übersetzt
werden, sind viele Sätze aus anderen Arbeiten zitiert. Im Folgenden wird kurz auf die zentralen
Ergebnisse dieser Arbeit hingewiesen.

In Kap. 3 geht es um Projektivität und um die Pfeilrelationen in Kontexten modularer,
doppelt fundierter vollständiger Verbände. Die Idee der Pfeilrelationen stammt ursprünglich
aus der modularen Verbandstheorie. In Kap. 3 werden Zusammenhänge zwischen den Pfeilen
und Projektivität rekonstruiert und einige (zu erwartende) Resultate gewonnen.

Für die Konstruktion des Gerüstes aus dem Kontext spielen Bindungen eine zentrale Rolle.
In Kap. 4 wird deren Zusammenhang zu inf- und sup-Morphismen (vgl. [5]) beschrieben. Dies
wird im zweiten Teil des Kapitels durch die Charakterisierung von surjektiven und injektiven
Morphismen und von Vollisomorphismen ergänzt.

Das fünfte Kapitel beinhaltet die Übertragung des Gerüstkonzeptes auf Begriffsverbände bzw.
deren Kontexte. In den Definitionen 62, 66 und 72 werden das Gerüst eines reduzierten Kon-
textes eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, subirreduzible Elemente und die Kompo-
nenten des Gerüstes erklärt. Die zentralen Ergebnisse sind die Sätze 59, 64 und 68, in denen die
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Konsistenz der Definitionen mit denen aus [11] bewiesen wird, Satz 71, der die Konstruktion
des Gerüstes vereinfacht, sowie die Folgerungen in Abschn. 5.3. Die graphische Darstellung der
Gerüste wird aus [11] übernommen und es wird eine Methode angegeben, wie die Diagramme
aus dem Kontext heraus konstruiert werden können.
Die Hauptergebnisse in Kap. 6 sind eine Beschreibung bestimmter Teilkontexte in Kontexten
doppelt fundierter vollständiger Verbände der Varietät M3 (Satz 83) und eine Charakterisie-
rung aller bereinigten Kontexte solcher Verbände (Satz 94).

1.1 Bezeichnungen

In dieser Arbeit spielen sowohl vollständige als auch nicht vollständige Verbände eine Rol-
le. Um zwischen den verschiedenen Konzepten unterscheiden zu können, wird das Attribut
vollständig nicht weggelassen. Es gibt also sowohl subdirekt irreduzible Verbände als auch
vollständig subdirekt irreduzible vollständige Verbände. Um die Analogie zur Verbandstheo-
rie zu verdeutlichen, erhalten die Konstruktionen zu vollständigen Verbänden den Index
v . Es bezeichnet z. B. Conv V den Verband aller vollständigen Kongruenzrelationen eines
vollständigen Verbandes V. An vielen Stellen in der Arbeit wird von Kontexten gesprochen.
Dabei sind immer formale Kontexte im Sinne der Formalen Begriffsanalyse gemeint.
In der gesamten Arbeit steht K stets für einen Kontext (G,M, I), ohne dass dies explizit durch
K := (G,M, I) angegeben wird. Ebenso bezeichnet Kx immer einen Kontext (Gx,Mx, Ix) für
einen beliebigen Index x.
Die Funktionen x : Gx → B(Kx), g 7→ (gIxIx , gIx) und �x : Mx → B(Kx), m 7→ (mIx ,mIxIx)
zu jedem Kontext werden ohne Index geschrieben. Welche der Funktionen gebraucht wird,
ergibt sich aus der Zugehörigkeit der Argumente zu den entsprechenden Gegenstands- bzw.
Merkmalsmengen.
In einem Kontext K heißt ein Gegenstand g reduzibel, falls eine Menge X ⊆ G existiert
mit XI = gI und g /∈ X, also wenn der Gegenstandsbegriff g sup-reduzibel ist. Analoges
gilt für Merkmale. Ein Element von K heißt dementsprechend irreduzibel, wenn es weder ein
reduzibler Gegenstand noch ein reduzibles Merkmal ist.
Um beim Rechnen mit Bindungen und verschiedenen Teilkontexten deutlich zu machen, mit
welchem Operator (nach welcher Inzidenzrelation) man eine Menge ableitet, wird auf die
Kurzform des Ableitungsoperators ′ generell verzichtet. Stattdessen wird der Name der Inzi-
denzrelation benutzt. Z. B. wird statt (A′′, A′) bei Ableitung in einem Kontext (H,N, J) hier
(AJJ , AJ) geschrieben.
Die verwendete Komposition von Abbildungen �∘� meint immer die Anwendung von � nach
�, in Rechnungen wird statt (� ∘ �)(x) vereinfachend ��x geschrieben.
Bei der Bezeichnung von Verbänden wird auf die besondere Unterscheidung von Grundmenge
und Struktur verzichtet. Ist V ein vollständiger Verband, so bezeichnet V sowohl die Grund-
menge als auch den Verband.
Die Bezeichnung des Gerüstes eines vollständigen Verbandes V wird in dieser Arbeit im Ge-
gensatz zu [11] von G(V ) in S(V ) geändert, da G typischerweise die Gegenstandsmenge eines
Kontextes bezeichnet. Da das Gerüst zu einem Kontext definiert wird, soll die Bezeichnung
G(G,M, I) vermieden werden. Das S steht für scaffolding, das englische Wort für Gerüst, wie
es auch in [4] genannt wird.
Wird der Operator Var auf eine einelementige Menge z. B. {V } angewendet, so wird Var(V )
statt Var({V }) geschrieben.
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In diesem Kapitel werden einige Konzepte der Formalen Begriffsanalyse und einige Eigen-
schaften (vollständiger) Verbände besprochen.

2.1 Doppelte Fundiertheit

In der Formalen Begriffsanalyse spielt die Eigenschaft der doppelten Fundiertheit eine wich-
tige Rolle. Der Versuch, bestimmte Eigenschaften und Ergebnisse aus der allgemeinen Ver-
bandstheorie auf vollständige Verbände zu übertragen, gelingt nicht immer. Zum Beispiel
ist der Kongruenzenverband ConV eines Verbandes V stets distributiv (vgl. [7], Kap. II.3,
Theorem 11). Für den Verband aller vollständigen Kongruenzen Conv V eines vollständigen
Verbandes V gilt dies i. Allg. nicht. Vielmehr gibt es sogar zu jedem vollständigen Verband
A einen vollständigen Verband V, so dass Conv V isomorph zu A ist (vgl. [8], Theorem 1).
Im Falle eines doppelt fundierten vollständigen Verbandes V ist jedoch - analog zur allge-
meinen Verbandstheorie - die Distributivität von Conv V stets gegeben (vgl. [5], Satz 12). Da
auch für diese Arbeit einige Resultate auf die Klasse der doppelt fundierten Begriffsverbände
beschränkt sind, wird diese Eigenschaft im Folgenden kurz vorgestellt (vgl. [5], Definition 26).

Definition 1 Ein Kontext K heißt doppelt fundiert, wenn es für jeden Gegenstand g ∈ G
und jedes Merkmal m ∈M mit g I̷̷ m einen Gegenstand ℎ ∈ G und ein Merkmal n ∈M gibt
mit

g ↗ n und mI ⊆ nI sowie ℎ↙ m und gI ⊆ ℎI .
Ein vollständiger Verband V heißt doppelt fundiert, wenn es zu je zwei Elementen x, y ∈ V
mit x < y Elemente s, t ∈ V gibt mit:

∙ s ist minimal bezüglich s ≤ y, s ≰ x sowie

∙ t ist maximal bezüglich t ≥ x, t ≱ y. ⋄

Der nächste Satz zählt die Eigenschaften doppelt fundierter Verbände und Kontexte auf, die
in dieser Arbeit benötigt werden. Die Resultate entstammen den Hilfssätzen 12, 14 und 15,
den Sätzen 12 und 18 und Abb. 1.11 in [5].

Satz 2 Eigenschaften doppelt fundierter Verbände und Kontexte:

1. Zu jedem Begriffsverband V eines doppelt fundierten Kontextes gibt es (bis auf Umbe-
zeichnung von Gegenständen und Merkmalen) genau einen reduzierten Kontext K(V )
mit V ∼= B(K(V )), nämlich

K(V ) := (J(V ),M(V ),≤).

Dabei bezeichnet J(V ) die Menge aller sup-irreduziblen und M(V ) die Menge aller inf-
irreduziblen Elemente von V. Insbesondere ist in einem solchen Verband jeder Begriff
Supremum von Gegenstandsbegriffen irreduzibler Gegenstände und Infimum von Merk-
malsbegriffen irreduzibler Merkmale.
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2. Jeder endliche Kontext ist doppelt fundiert.

3. Jeder längenendliche Verband ist doppelt fundiert.

4. Ist B(K) doppelt fundiert, dann ist auch K doppelt fundiert. Ist ein vollständiger Ver-
band V nicht doppelt fundiert, dann ist auch der Kontext (V, V,≤) nicht doppelt fundiert.

5. Ist B(K) doppelt fundiert, so ist Conv(B(K)) vollständig distributiv.

6. Jeder doppelt fundierte vollständige Verband besitzt eine vollständig subdirekte Zerlegung
in vollständig subdirekt irreduzible Faktoren.

Der KontextK(V ) heißt Standardkontext von V. Aus Satz 2.1. folgt: Ein doppelt fundierter Be-
griffsverband B(K) wird allein durch die irreduziblen Gegenstände und die irreduziblen Merk-
male (und die entsprechend eingeschränkte Inzidenzrelation) eindeutig bestimmt. Die Menge
der Gegenstandsbegriffe irreduzibler Gegenstände J(B(K)) ist supremum-dicht in B(K) und
die Menge der Merkmalsbegriffe irreduzibler Merkmale M(B(K)) ist infimum-dicht.
Zur Vererbung der Eigenschaft, doppelt fundiert zu sein, geben die beiden folgenden Hilfssätze
Auskunft. Hilfssatz 4 entspricht dabei Hilfssatz 44 in [5].

Hilfssatz 3 Jedes Produkt doppelt fundierter vollständiger Verbände ist ebenfalls doppelt fun-
diert.

Beweis: Es seien Vi (i ∈ I) doppelt fundierte vollständige Verbände und V =
∏
i∈I Vi. Weiter

seien x = (xi ∣ i ∈ I) und y = (yi ∣ i ∈ I) Elemente von V mit x < y. Dann existiert ein
j ∈ R mit xj < yj und es gibt ein minimales s̄j ∈ Vj bezüglich der Eigenschaften s̄j ≤ yj und
s̄j ≰ xj . Setze s := (si ∣ i ∈ I) mit sj = s̄j und si = 0 für j ∕= i. Dann ist s ≤ y und s ≰ x, da
sj ≰ xj . Ist t = (ti ∣ i ∈ I) < s, so gilt tj < s̄j und ti = 0 für j ∕= i. Dann ist aber t ≤ x, da
aus tj < s̄j sofort tj ≤ xj folgt. Somit erfüllt s das Minimalitätskriterium. Dual konstruiert
man ein maximales Element t ∈ V mit t ≥ x und t ≱ y.

Hilfssatz 4 Jeder Faktorverband eines doppelt fundierten vollständigen Verbandes ist doppelt
fundiert.

Ein ähnliches Ergebnis für vollständige Unterverbände gilt nicht (vgl. Kap. 7, Problem 3).

2.2 Teilkontexte und Teilrelationen

Für die Beschreibung von Faktor- und Unterverbänden benutzt man bestimmte Teilkontexte
und Teilrelationen. In diesem Abschnitt werden kurz einige wichtige Resultate genannt.
Zunächst werden verträgliche und pfeilabgeschlossene Teilkontexte erklärt (vgl. [5], Definitio-
nen 44, 45 und 46).

Definition 5 Ist K ein Kontext und sind H ⊆ G und N ⊆ M, so wird (H,N, I ∩ (H ×N))
ein Teilkontext von K genannt.
Ein Teilkontext L := (H,N, I ∩ (H ×N)) eines Kontextes K heißt verträglich, wenn für jeden
Begriff (A,B) ∈ B(K) das Paar (A ∩H,B ∩N) ein Begriff von L ist.
Ein Teilkontext L := (H,N, I∩(H×N)) eines bereinigten Kontextes K ist pfeilabgeschlossen,
falls gilt: aus ℎ↗ m und ℎ ∈ H folgt m ∈ N und aus g ↙ n und n ∈ N folgt g ∈ H. ⋄
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Die Vereinigung und der Durchschnitt von pfeilabgeschlossenen Teilkontexten eines Kontextes
K sind wieder pfeilabgeschlossen - dies folgt aus der Definition. Also gibt es einen kleinsten
pfeilabgeschlossenen Teilkontext, der eine bestimmte vorgegebene Menge an Gegenständen
und Merkmalen enthält. Dies rechtfertigt nachfolgende Definition (vgl. [5], S. 137):

Definition 6 Ein Teilkontext L eines reduzierten Kontextes K heißt 1-erzeugt, falls es einen
Gegenstand g oder ein Merkmal m gibt, so dass L der kleinste pfeilabgeschlossene Kontext
ist, der g bzw. m enthält, und man schreibt L := ⟨g⟩K bzw. L := ⟨m⟩K. ⋄

Aus g↗↙ m folgt ⟨g⟩K = ⟨m⟩K. In einem reduzierten Kontext ist jeder Gegenstand durch einen
Doppelpfeil mit einem Merkmal verbunden und umgekehrt (vgl. [5], Hilfssatz 13). Um alle
1-erzeugten Teilkontexte zu erhalten, kann man sich also auf Gegenstände oder auf Merkmale
als Erzeuger beschränken.

Über die Bedeutung verträglicher Teilkontexte geben u. a. die drei folgenden Resultate (s. [5],
Hilfssätze 34, 36 und 38) Auskunft.

Hilfssatz 7 Ein Teilkontext L := (H,N, I ∩ (H × N)) von K ist genau dann verträglich,
wenn durch

ΠH,N (A,B) := (A ∩H,B ∩N) für alle (A,B) ∈ B(K)

ein surjektiver Vollhomomorphismus ΠH,N : B(K)→ B(L) definiert wird.

Hilfssatz 8 Jeder verträgliche Teilkontext ist pfeilabgeschlossen. Bei einem doppelt fundier-
ten Kontext ist auch jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext verträglich.

Hilfssatz 9 Jeder verträgliche Teilkontext L := (H,N, I ∩ (H ×N)) eines bereinigten (bzw.
reduzierten, bzw. doppelt fundierten) Kontextes K ist bereinigt (bzw. reduziert, bzw. doppelt
fundiert). Die Pfeilrelationen vererben sich auf verträgliche Teilkontexte, d. h., es gilt g ↙ m
in L genau dann, wenn g ∈ H, m ∈ N und g ↙ m in K gilt, und entsprechend für ↗ .

Für vollständige Unterverbände hat man folgende Charakterisierung auf der Ebene der Kon-
texte (s. [5], Definition 50 und Satz 13).

Definition 10 Eine Relation J ⊆ I heißt abgeschlossene Relation des Kontextes K, wenn
jeder Begriff von (G,M, J) auch ein Begriff von K ist. ⋄

Satz 11 Ist J eine abgeschlossene Relation von K, so ist B(G,M, J) ein vollständiger Un-
terverband von B(K). Umgekehrt ist für jeden vollständigen Unterverband U von B(K) die
Relation

J :=
∪
{A×B ∣ (A,B) ∈ U}

abgeschlossen und es ist B(G,M, J) = U.

Mehr zur Bedeutung von Teilkontexten (insbesondere ihr Zusammenhang zu vollständigen
Kongruenzrelationen) und Teilrelationen kann in [5], Kap. 3.1 bis 3.3 nachgelesen werden.
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2.3 Modulare Verbände

In der Verbandstheorie spielt das modulare Gesetz eine wichtige Rolle. Im Gegensatz z. B. zur
Distributivität gibt es bisher keine Verallgemeinerung für vollständige Verbände. Wie man aus
Kontexten doppelt fundierter vollständiger Verbände abliest, ob der zugehörige Begriffsver-
band modular ist, erklärt Satz 13 (vgl. [5], Satz 42 und Abb. 6.1). Weitere Charakterisierungen
und Eigenschaften modularer Verbände können u. a. in [5], Kap. 6.2 nachgelesen werden.

Definition 12 Ein Verband V heißt halbmodular, wenn für beliebige x, y ∈ V gilt:

x ∧ y ≺ y =⇒ x ≺ x ∨ y.

Ein Verband V heißt modular, wenn er dem Gesetz

∀x, y, z ∈ V : x ≥ z =⇒ x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ z

genügt. Äquivalent dazu ist die Forderung, dass für alle x, y, z ∈ V die folgende Gleichung
gilt:

x ∧ (y ∨ z) = x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z). ⋄

Satz 13 Für einen doppelt fundierten Begriffsverband B(K) sind die folgenden Bedingungen
äquivalent:

1. B(K) ist modular.

2. B(K) ist halbmodular und dual halbmodular.

3. In K gelten die Austauschbedingungen:

{x ∈ G ∣ x < g} ⊆ A, ℎ ∈ (A ∪ {g})II und ℎ /∈ AII =⇒ g ∈ (A ∪ {ℎ})II ,
{y ∈M ∣ �y > �m} ⊆ B, n ∈ (B ∪ {m})II und n /∈ BII =⇒ m ∈ (B ∪ {n})II .

4. Aus g ↙ m, g ↙ n, ℎIm und ℎ I̷̷ n folgt, dass ein Merkmal p existiert mit ℎ I̷̷ p, gIp
und m′ ∩ n′ ⊆ p′, und

aus g ↗ m, ℎ ↗ m, gIn und ℎ I̷̷ n folgt, dass ein Gegenstand q existiert mit q I̷̷ n,
pIm und g′ ∩ ℎ′ ⊆ q′.

Beweis: Nach [5], Abb. 6.1 sind die ersten beiden Bedingungen äquivalent. Nach [5], Satz 42
gilt 1. ⇐⇒ 3. ⇐⇒ 4. Die beiden Austauschbedingungen und die beiden Bedingungen in 4.
sind jeweils zueinander dual.

Eine wichtige Struktureigenschaft modularer Verbände zeigt der folgende Isomorphiesatz
(vgl. [7], Kap. IV.1, Theorem 2).

Satz 14 (Isomorphiesatz) Es sei V ein modularer Verband und a, b ∈ V. Die Abbildung

'b : [a, a ∨ b]→ [a ∧ b, b], x 7→ x ∧ b

ist ein Isomorphismus zwischen den beiden Intervallen. Der dazu inverse Isomorphismus ist

 a : [a ∧ b, b]→ [a, a ∨ b], y 7→ y ∨ a.
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Hilfssatz 16 gibt eine Eigenschaft der Pfeilrelationen in Kontexten modularer Verbände an:
Jeder Pfeil ist ein Doppelpfeil (vgl. [5], S. 226). Dazu wird die Beschreibung der Pfeilrelationen
mittels der Elemente des Begriffsverbandes (vgl. [5], S. 28) benötigt:

Hilfssatz 15 Es gilt für jeden Gegenstand g ∈ G und jedes Merkmal m ∈ M in einem
Kontext K :

g ↙ m ⇐⇒ g ∧ �m = (g)∗ ∕= g und

g ↗ m ⇐⇒ g ∨ �m = (�m)∗ ∕= �m.

Dabei ist

(g)∗ := sup{b ∈ B(K) ∣ b < g} und (�m)∗ := inf{b ∈ B(K) ∣ b > �m}.

Ein Gegenstand g ist genau dann irreduzibel, wenn (g)∗ ∕= g ist. Ein Merkmal m ist genau
dann irreduzibel, wenn (�m)∗ ∕= �m gilt.

Hilfssatz 16 Ist K ein reduzierter Kontext eines modularen Begriffsverbandes, so folgt aus
g ↗ m oder g ↙ m stets g↗↙ m für beliebige g ∈ G und m ∈M.

Beweis: Es sei g ↙ m. Folglich gilt: g ∧ �m = (g)∗ ∕= g. Dem Isomorphiesatz zufolge
sind die Intervalle [g ∧ �m, g] und [�m, �m ∨ g] zueinander (Verbands-)isomorph. Die
Nachbarschaftsrelation von (g)∗ und g überträgt sich also auf �m und �m ∨ g. Da der
Kontext reduziert ist, ist �m inf-irreduzibel. Es gibt also genau einen oberen Nachbarn und
man hat �m ∕= �m ∨ g = (�m)∗, also g ↗ m. Dual folgert man die zweite Implikation.

Folgerung 17 In einem reduzierten Kontext eines modularen Begriffsverbandes sind zwei
verschiedene 1-erzeugte pfeilabgeschlossene Teilkontexte stets disjunkt.

Beweis: Gibt es ein Element k ∈ G ∪M, das in beiden Teilkontexten enthalten ist, so gibt
es im Kontext je eine Kette von Doppelpfeilen von k zu beiden Erzeugern der Teilkontexte.
Damit existiert eine Doppelpfeilkette zwischen den Erzeugern. Die Teilkontexte sind folglich
identisch.



3 Projektive Intervalle

In diesem Kapitel wird das aus der allgemeinen Verbandstheorie bekannte Konzept der Projek-
tivität vorgestellt. Insbesondere zur Untersuchung modularer Verbände ist dies wichtig: Nach
dem Isomorphiesatz sind zwei zueinander projektive Intervalle in einem modularen Verband
(als Unterverbände) zueinander isomorph. Projektive Intervalle in modularen Verbänden sind
auch der Ursprung der Pfeilrelationen in der Formalen Begriffsanalyse. Die hier vorgestellten
Ergebnisse sind also eine Rekonstruktion des Ursprungs der Pfeilrelationen in Kontexten.

3.1 Projektive Intervalle in Begriffsverbänden

Definition 18 Es sei V ein Verband und es seien [a, b] und [c, d] Intervalle von V . Gilt

a ∨ d = b und a ∧ d = c,

so heißt [a, b] abwärts perspektiv zu [c, d] und [c, d] aufwärts perspektiv zu [a, b]. Man schreibt
[a, b]↘ [c, d] bzw. [c, d]↗ [a, b].
Die Intervalle [a, b] und [c, d] heißen perspektiv und man schreibt [a, b] ∼ [c, d], wenn [a, b]
aufwärts oder abwärts perspektiv zu [c, d] ist.
[a, b] und [c, d] heißen projektiv und man schreibt [a, b] ≈ [c, d], wenn es eine natürliche Zahl
n und Intervalle [ai, bi], i = 1, . . . , n gibt mit a = a1, b = b1, c = an, d = bn und [ai, bi] ∼
[ai+1, bi+1] für i = 1, . . . , n− 1.
Ein Intervall [a, b] heißt Primintervall, falls a unterer Nachbar von b ist, also [a, b] = {a, b}
mit a ∕= b gilt. ⋄

Projektivität ist damit eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Intervalle eines Verbandes.
Die zum Intervall [a, b] gehörige Äquivalenzklasse wird mit

[
[a, b]

]
≈ bezeichnet. Das folgende

Ergebnis ist eine Charakterisierung der Primintervalle in Begriffsverbänden.

Hilfssatz 19 Ist K ein Kontext, g ein irreduzibler Gegenstand und m ein irreduzibles Merk-
mal, so gilt:

g↗↙ m ⇐⇒ [(g)∗, g] ↗ [�m, (�m)∗].

Beweis: Da g und m irreduzibel sind, hat man g ∕= (g)∗ und �m ∕= (�m)∗. Die Bedingungen
für g↗↙ m (Hilfssatz 15) und die Bedingungen für Perspektivität aufwärts (Definition 18) sind
damit identisch.

Hilfssatz 20 Es sei K ein Kontext und [(Q,QI), (P, P I)] ein Intervall von B(K) mit min-
destens zwei Elementen. Genau dann ist [(Q,QI), (P, P I)] ein Primintervall, wenn gilt:

∀g ∈ P ∖Q : (P, P I) = (Q,QI) ∨ g.

Äquivalent dazu ist die Bedingung:

∀m ∈ QI ∖ P I : (Q,QI) = (P, P I) ∧ �m.
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Beweis: Es sei zuerst [(Q,QI), (P, P I)] ein Primintervall und g ∈ P ∖Q. Dann ist g ≤ (P, P I),
g ≰ (Q,QI) und damit

(Q,QI) < (Q,QI) ∨ g ≤ (P, P I).

Da [(Q,QI), (P, P I)] Primintervall ist, folgt die behauptete Identität. Umgekehrt gelte nun
obige Bedingung und es sei (A,AI) ∈ [(Q,QI), (P, P I)] mit A ⊃ Q. Folglich existiert ein
g ∈ A ∖Q ⊆ P ∖Q und es ist

(A,AI) ≥ (Q,QI) ∨ g = (P, P I),

woraus sofort (A,AI) = (P, P I) folgt. Die zweite Bedingung ergibt sich dual.

Sprechweise: Es sei K ein Kontext, L := (H,N, J) ein Teilkontext von K und [(A,AI), (B,BI)]
ein Intervall von B(K) mit mindestens zwei Elementen. Das Intervall wird von L aufgehoben,
falls A ∩H = B ∩H. Andernfalls wird das Intervall von L getrennt.

Bemerkung 21 Sind A und B Umfänge von K und ist L ein verträglicher Teilkontext von
K, so ist AI ∩N = BI ∩N eine äquivalente Bedingung zu A ∩H = B ∩H.

Hilfssatz 22 Es sei K ein Kontext, L := (H,N, J) ein Teilkontext von K und g ∈ G irre-
duzibel. Das Primintervall [(g)∗, g] wird genau dann von L getrennt, wenn g ∈ H ist. Ein
beliebiges, nichtleeres Intervall [(A,AI), (B,BI)] von B(K) wird von L genau dann getrennt,
wenn (B ∖A) ∩H ∕= ∅ gilt.

Beweis: Es sei (g)∗ = (C,D) und damit g /∈ C. Ist g ∈ H, so wird [(g)∗, g] von L getrennt,
denn es ist g ∈ gII ∩ H und g /∈ C ∩ H. Ist nun umgekehrt C ∩ H ⊂ gII ∩ H, so existiert
ein Gegenstand ℎ ∈ (gII ∩ H) ∖ C. Nach Hilfssatz 20 gilt dann g = (g)∗ ∨ ℎ. Da g aber
irreduzibel ist, folgt g = ℎ und damit g = ℎ ∈ H.
Die zweite Aussage ist trivial, da A∩H = B∩H genau dann gilt, wenn B ∖A keine Elemente
aus H enthält.

Bemerkung 23 Ist L := (H,N, J) ein verträglicher Teilkontext von K, so wird das Intervall
[(A,AI), (B,BI)] genau dann von L getrennt, wenn (AI ∖BI) ∩N ∕= ∅ gilt. Dies folgt sofort
aus Bemerkung 21.
Verträgliche Teilkontexte entsprechen zumindest bei reduzierten Kontexten doppelt fundierter
vollständiger Verbände eineindeutig den vollständigen Kongruenzen. Eine Kongruenz Θ hebt
in einem solchen Fall genau dann ein Intervall [(A,AI), (B,BI)] auf (d. h. (A,AI)Θ(B,BI)),
wenn der zugehörige verträgliche Teilkontext es aufhebt. Zusammenhänge zwischen Kongru-
enzen und Projektivität findet man z. B. in [7], Kap. III.1.

Hilfssatz 24 Es sei K ein Kontext und L := (H,N, J) ein verträglicher Teilkontext von
K. Ist [(A,AI), (B,BI)] ein Intervall von B(K), so trennt L entweder alle oder keines der
Intervalle in der Äquivalenzklasse

[
[(A,AI), (B,BI)]

]
≈.

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass für zwei perspektive Intervalle gilt, dass entweder keines
oder beide getrennt werden. Da Projektivität den transitiven Abschluss von Perspektivität
bildet, folgt daraus dann die Behauptung. Es werde [(A,AI), (B,BI)] von L getrennt. Zuerst
sei [(A,AI), (B,BI)] ↗ [(C,CI), (D,DI)]. Nach Hilfssatz 22 gibt es einen Gegenstand g ∈
(B ∖ A) ∩H. Da nach Voraussetzung (B,BI) ∧ (C,CI) = (A,AI), also B ∩ C = A gilt, hat
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man g /∈ C. Andererseits ist aber (D,DI) = (B,BI) ∨ (C,CI), also D ⊇ B ∪ C und damit
g ∈ D. Wiederum nach Hilfssatz 22 trennt L nun auch [(C,CI), (D,DI)].

Es sei nun [(A,AI), (B,BI)] ↘ [(C,CI), (D,DI)]. Nach Bemerkung 23 kann der Beweis mit
Hilfe der Merkmale analog geführt werden.

3.2 Primintervalle modularer Begriffsverbände

Mit Hilfe der Bedingungen von Hilfssatz 20 kann im modularen Fall für jede Äquivalenzklasse
projektiver Primintervalle aus dem reduzierten Kontext heraus ein Repräsentant angegeben
werden.

Satz 25 Es sei K ein Kontext eines modularen Begriffsverbandes und [(Q,QI), (P, P I)] ein
Primintervall von B(K). Für jeden irreduziblen Gegenstand g ∈ P ∖Q bzw. jedes irreduzible
Merkmal m ∈ QI ∖ P I gilt:

[(Q,QI), (P, P I)] ↘ [(g)∗, g] bzw. [(Q,QI), (P, P I)] ↗ [�m, (�m)∗].

Beweis: Aus Hilfssatz 20 folgt unmittelbar

[(Q,QI), (P, P I)] ↘ [(Q,QI) ∧ g, g].

Nach dem Isomorphiesatz ist [(Q,QI)∧g, g] daher ebenfalls ein Primintervall. Da g irreduzi-
bel ist, gibt es aber nur genau einen unteren Nachbarn von g. Somit ist (Q,QI)∧g = (g)∗.
Die Aussage über die Merkmale folgt dual.

In modularen Verbänden sind Primintervalle nur zu anderen Primintervallen projektiv (Iso-
morphiesatz). Folglich ist Projektivität auch eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Prim-
intervalle. Da diese im Weiteren eine wesentliche Rolle spielen werden, wird folgende Bezeich-
nung eingeführt: PI(V ) bezeichne die Menge aller Primintervalle eines modularen Verbandes
V. Entsprechend bezeichne PI(V )/≈ die Menge aller Äquivalenzklassen projektiver Primin-
tervalle.

Hilfssatz 26 Es sei K ein reduzierter Kontext eines modularen Begriffsverbandes und es
seien g, ℎ ∈ G. Genau dann sind [(g)∗, g] und [(ℎ)∗, ℎ] zueinander projektiv, wenn g und
ℎ im Kontext durch eine endliche Folge von Doppelpfeilen verbunden sind. Entsprechendes
gilt für Merkmale.

Beweis: Vor dem eigentlichen Beweis werden zunächst einige Ketten perspektiver Intervalle
betrachtet.

Beobachtung 1: Für drei beliebige Intervalle [at, bt], t = 1, 2, 3 von B(K) gilt:

[a1, b1]↗ [a2, b2] und [a2, b2]↗ [a3, b3] =⇒ [a1, b1]↗ [a3, b3].

Es ist nämlich b3 = b2∨a3 = (b1∨a2)∨a3 = b1∨a3 und a1 = b1∧a2 = b1∧(b2∧a3) = b1∧a3.
Analog erhält man die entsprechende Implikation für abwärts perspektive Intervalle.

Beobachtung 2: Es sei in B(K) die Situation

[q1, p1]↗ [q2, p2]↘ [q3, p3]
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gegeben und alle drei Intervalle seien Primintervalle. Da K reduziert ist, sind alle Gegenstände
und Merkmale irreduzibel. Nach Satz 25 existiert ein Merkmal m mit [q2, p2]↗ [�m, (�m)∗],
was [�m, (�m)∗] ↘ [q2, p2] entspricht. Mittels der ersten Beobachtung kann die gegebene
Kette ersetzt werden durch

[q1, p1]↗ [�m, (�m)∗]↘ [q3, p3].

Dual existiert ein Gegenstand g ∈ G, so dass die Kette

[q1, p1]↘ [q2, p2]↗ [q3, p3] durch

[q1, p1]↘ [(g)∗, g]↗ [q3, p3]

ersetzt werden kann.
Zum Beweis des Hilfssatzes: Es sei zuerst [(g)∗, g] ≈ [(ℎ)∗, ℎ]. Folglich existieren eine
natürliche Zahl k und Primintervalle [qt, pt], t = 1, . . . , k, die eine Kette perspektiver Intervalle
bilden:

[(g)∗, g] = [q1, p1] ∼ [q2, p2] ∼ . . . ∼ [qk, pk] = [(ℎ)∗, ℎ].

Nach Beobachtung 1 kann o.B.d.A. angenommen werden, dass die Perspektivitäten alternie-
rend aufwärts und abwärts sind. Außerdem kann man annehmen, dass die erste Perspektivität
aufwärts ist - gegebenenfalls fügt man [(g)∗, g] vorn an der Kette an. Analog hat man Per-
spektivität abwärts am Ende der Kette und damit folgende Situation: Es gibt eine natürliche
Zahl k und Primintervalle [qt, pt], t = 1, . . . , k, mit

[(g)∗, g] = [q1, p1]↗ [q2, p2]↘ [q3, p3]↗ . . .↘ [qk, pk] = [(ℎ)∗, ℎ].

Der zweiten Beobachtung zufolge gibt es nun irreduzible Gegenstände gt und Merkmale mt

(entsprechend den Intervallen [qt, pt] indiziert), so dass folgende Kette entsteht:

[(g)∗, g]↗ [�m2, (�m2)
∗]↘ [(g3)∗, g3]↗ . . .↗ [�mk−1, (�mk−1)

∗]↘ [(ℎ)∗, ℎ].

Mit Hilfssatz 19 hat man im Kontext eine Kette von k−1 Doppelpfeilen zwischen g und ℎ. Die
Umkehrung folgt ebenfalls aus Hilfssatz 19: Da in einer Kette von Doppelpfeilen Gegenstände
und Merkmale alternierend auftreten, erhält man eine endliche Kette perspektiver Intervalle.
Die Aussagen für Merkmale folgen dual.

Satz 27 ist eine begriffsanalytische Entsprechung zu Theorem 8 aus [1], Abschn. X.4. Die
Klasse der Verbände, auf die der Satz zutrifft, wird von der Klasse aller modularen Verbände
endlicher Länge auf die aller modularen vollständigen Verbände, die einen doppelt fundierten
Kontext haben, ausgeweitet. Insbesondere gilt der Satz also für alle modularen, doppelt fun-
dierten vollständigen Verbände. Zudem verzichtet der Beweis auf die Theorie der Bewertungen
(valuations) auf modularen Verbänden und stützt sich nur auf begriffsanalytische Argumente
und den Isomorphiesatz.

Satz 27 Es sei K ein doppelt fundierter, reduzierter Kontext eines modularen Begriffsver-
bandes. Die pfeilabgeschlossenen Teilkontexte von K entsprechen eineindeutig den Mengen
von Äquivalenzklassen projektiver Primintervalle von B(K). Dabei werden jedem pfeilabge-
schlossenen Teilkontext L genau die Äquivalenzklassen projektiver Primintervalle zugeordnet,
deren Elemente von L getrennt werden. Die Zuordnungsabbildung ist ein Vollisomorphismus
zwischen dem Verband der pfeilabgeschlossenen Teilkontexte und dem Potenzmengenverband
von PI(B(K))/≈ .
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Beweis: Nach Satz 25 hat jede Äquivalenzklasse projektiver Primintervalle einen Repräsentan-
ten der Form [(g)∗, g] mit g ∈ G. Eine Teilmenge R ⊆ G heiße projektiv abgeschlossen, wenn
aus g ∈ R und [(g)∗, g] ≈ [(ℎ)∗, ℎ] auch ℎ ∈ R folgt. Damit entspricht jede Teilmenge
von PI(B(K))/≈ eineindeutig einer projektiv abgeschlossenen Teilmenge von G. Für solche
Teilmengen R ⊆ G ist durch

'R := (R,N'R, J'R)

eine Abbildung erklärt, deren Bilder Teilkontexte von K sind. Dabei ist

N'R := {n ∈M ∣ ∃r ∈ R : [(r)∗, r] ≈ [�n, (�n)∗]}

und J'R := I ∩ (R×N'R).

Behauptung: 'R ist pfeilabgeschlossen.

Es sei g ↗↙ m. Nach Hilfssatz 19 ist [(g)∗, g] ≈ [�m, (�m)∗]. Ist nun g ∈ R, so folgt nach
Definition von N'R sofort m ∈ N'R. Ist andererseits m ∈ N'R, so existiert ein r ∈ R, so
dass [(r)∗, r] ≈ [�m, (�m)∗] gilt. Aus der Transitivität der Projektivität folgt [(r)∗, r] ≈
[(g)∗, g] und, da R projektiv abgeschlossen ist, folgt aus r ∈ R sofort g ∈ R.
Umgekehrt kann nun jedem pfeilabgeschlossenen Teilkontext eine projektiv abgeschlossene
Teilmenge von G durch  (H,N, J) := H zugeordnet werden. Dabei sei

H := {g ∈ G ∣ ∃ℎ ∈ H : [(ℎ)∗, ℎ] ≈ [(g)∗, g]}.

Behauptung: Ist R ⊆ G projektiv abgeschlossen, so ist  ('R) = R.

 ('R) =  (R,N'R, J'R) = R = {g ∈ G ∣ ∃r ∈ R : [(r)∗, r] ≈ [(g)∗, g]} = R.

Die letzte Identität folgt dabei aus der projektiven Abgeschlossenheit von R.

Behauptung: Ist L := (H,N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext von K, so ist '( L) = L.
Nach Hilfssatz 8 sind L und '( L) verträglich und nach Hilfssatz 9 vererben sich die Re-
duziertheit und die Pfeilrelationen auf L und '( L). Zuerst wird H = H gezeigt. Da die
Projektivität reflexiv ist, gilt H ⊇ H. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei g ∈ H . Es
gibt demnach einen Gegenstand ℎ ∈ H, so dass [(ℎ)∗, ℎ] ≈ [(g)∗, g] gilt. Nach Hilfssatz 26
sind g und ℎ durch eine Folge von Doppelpfeilen im Kontext miteinander verbunden. Aus der
Pfeilabgeschlossenheit von L folgt g ∈ H; insgesamt also H = H.

Nun zu N = N'H : Es sei zuerst n ∈ N. Da n in L irreduzibel ist, existiert nach [5],
Hilfssatz 13 ein Gegenstand ℎ ∈ H mit ℎ↗ n, also ℎ↗↙ n. Nach Hilfssatz 19 gilt [(ℎ)∗, ℎ] ≈
[�n, (�n)∗] und wegen H = H ist ℎ ∈ H . Damit folgt n ∈ N'H , also N ⊆ N'H . Es sei
nun umgekehrt n ∈ N'H . Per Definition existiert ein r ∈ H mit [(r)∗, r] ≈ [�n, (�n)∗].
Nach Satz 25 existiert ferner ein g ∈ G mit [�n, (�n)∗] ↘ [(g)∗, g]. Aus Hilfssatz 19 folgt
g↗↙ n. Außerdem hat man [(r)∗, r] ≈ [(g)∗, g]. Nach Hilfssatz 26 sind r und g durch eine
Kette von Doppelpfeilen verbunden und damit auch r und n. Wegen r ∈ H = H folgt aus
der Pfeilabgeschlossenheit von L nun n ∈ N. Insgesamt ist damit N = N'H gezeigt. Ohne
Weiteres folgt auch J = J'H und damit L = '( L).

Die Abbildungen ' und  sind also bijektiv und zueinander invers. Außerdem ist die Gegen-
standsmenge eines pfeilabgeschlossenen Teilkontextes stets projektiv abgeschlossen (wegen
H = H). L := (H,N, J) wird also von  die Menge H zugeordnet und damit die Menge al-
ler Äquivalenzklassen von Primintervallen der Form [(ℎ)∗, ℎ] mit ℎ ∈ H. Nach Hilfssatz 22
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sind das gerade die von L getrennten Primintervalle und nach Hilfssatz 24 trennt L alle In-
tervalle der zugehörigen Äquivalenzklassen. Da  (H,N, J) = H gilt, bewahrt und reflektiert
 beliebige Durchschnitte und Vereinigungen. Folglich sind  und ' Vollisomorphismen.

Folgerung 28 Ist K ein reduzierter, doppelt fundierter Kontext eines modularen Begriffsver-
bandes, so trennt ein 1-erzeugter Teilkontext nur die Intervalle einer einzigen Klasse projek-
tiver Primintervalle.

Beweis: Nach Folgerung 17 sind die 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Teilkontexte disjunkt.
Außerdem ist jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext das Supremum aller 1-erzeugten Teilkon-
texte, die er enthält. Im Verband aller pfeilabgeschlossenen Teilkontexte sind die 1-erzeugten
daher genau die sup-irreduziblen Elemente. Im Potenzmengenverband von PI(B(K))/≈ sind
die sup-irreduziblen Elemente genau die einelementigen Teilmengen. Nach Satz 27 wird also
jedem 1-erzeugten Teilkontext L nur genau eine Äquivalenzklasse projektiver Primintervalle
zugeordnet und L trennt alle diese Intervalle und nur diese.

Folgerung 29 In einem modularen Begriffsverband eines reduzierten, doppelt fundierten, 1-
erzeugten Kontextes K sind alle Primintervalle zueinander projektiv.

Beweis: Es gibt nur zwei pfeilabgeschlossene Teilkontexte von K, nämlich den leeren Kontext
und K selbst. Da die Zuordnungsabbildung aus Satz 27 surjektiv ist, gibt es auch nur zwei
Elemente im Potenzmengenverband der Menge aller Äquivalenzklassen projektiver Intervalle.
Folglich gibt es nur eine solche Klasse.



4 Bindungen und Morphismen

In diesem Kapitel werden Bindungen zwischen Kontexten eingeführt. Mit diesen werden Voll-
homomorphismen und sup- und inf-Morphismen zwischen zwei vollständigen Verbänden be-
schrieben (vgl. [5], Kap. 7.2). Danach werden die Ordnung solcher Morphismen sowie die
Eigenschaften Surjektivität und Injektivität mit Hilfe von Bindungen charakterisiert. Zwi-
schen doppelt fundierten vollständigen Verbänden können damit auch Vollisomorphismen
beschrieben werden.

4.1 Beschreibung von Morphismen mittels Bindungen

Definition 30 Es seien V,W vollständige Verbände. Eine Abbildung � : V → W heißt
sup-Morphismus bzw. inf-Morphismus, wenn für jede Teilmenge A ⊆ V gilt:

� supA = sup�[A] bzw. � inf A = inf �[A].

� ist Vollhomomorphismus, wenn � sowohl sup- als auch inf-Morphismus ist. ⋄

Definition 31 Es seien Ks und Kt Kontexte. Eine Bindung von Ks zu Kt ist eine Relation
Rst ⊆ Gs ×Mt, für die gilt:

∙ für jeden Gegenstand g ∈ Gs ist gRst ein Begriffsinhalt von Kt und

∙ für jedes Merkmal m ∈Mt ist mRst ein Begriffsumfang von Ks. ⋄

Das Tripel (Gs,Mt, Rst) bildet selbst einen Kontext. In diesem Zusammenhang entspricht der
Operator Rst dem üblichen Ableitungsoperator. Das Rechnen mit diesem Operator vereinfacht
der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz 32 Ist Rst eine Bindung von Ks zu Kt und ist A ⊆ Gs bzw. B ⊆Mt, so gelten

AIsIsRst = ARst und BItItRst = BRst .

Beweis: Zunächst ist AIsIs ⊇ A und damit AIsIsRst ⊆ ARst . Zum Beweis der umgekehrten
Inklusion sei m ∈ ARst beliebig gewählt. Man hat dann A ⊆ mRst und, da mRst ein Umfang
von Ks ist, folglich auch AIsIs ⊆ mRst . Hieraus folgt nun AIsIsRst ⊇ mRstRst ⊇ {m} und man
hat AIsIsRst ⊇ ARst . Die zweite Gleichung ergibt sich analog.

Der nächste Satz zeigt den Zusammenhang zwischen Bindungen und sup- bzw. inf-Morphis-
men (vgl. [5], Korollar 112 und Satz 53).

Satz 33 Zu jeder Bindung R ⊆ Gs ×Mt zwischen zwei Kontexten Ks und Kt wird durch

'R(A,B) := (ARIt , AR)
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ein sup-Morphismums 'R : B(Ks)→ B(Kt) definiert und durch

 R(A,B) := (BR, BRIs)

ein inf-Morphismus  R : B(Kt)→ B(Ks).
Umgekehrt entsteht aus jedem sup-Morphismus ' : B(Ks) → B(Kt) eine Bindung R'
vermöge

R' := {(g,m) ∈ Gs ×Mt ∣ 'g ≤ �m}
und aus jedem inf-Morphismus  : B(Kt)→ B(Ks) eine Bindung

R := {(g,m) ∈ Gs ×Mt ∣ g ≤  �m}.

Für gegebene Kontexte Ks und Kt hat man: 'R' = ',  R =  , R'R = R und R R = R.
Außerdem gilt R' = R genau dann, wenn  zu ' residual ist.

Die sup-Morphismen von B(Ks) nach B(Kt) entsprechen also eineindeutig den Bindungen
von Ks zu Kt. Die inf-Morphismen von B(Ks) nach B(Kt) entsprechen eineindeutig den
Bindungen von Kt zu Ks.
Da Bindungen ebenso aus einer Relation zwischen Gegenständen und Merkmalen bestehen
wie Kontexte, liegt es nahe, diese ebenfalls in einer Kreuztabelle zu veranschaulichen. In ein
2 × 2-Feld trägt man oben links Ks und unten rechts Kt ein. In das Feld oben rechts kann
dann eine Bindung von Ks zu Kt eingetragen werden und in das vierte Feld eine Bindung von
Kt zu Ks.
Abb. 4.1 zeigt exemplarisch zwei Kontexte: Ks mit Gs = {1, 2, 3} und Ms = {a, b, c} und Kt
mit Gt = {1′, 2′, 3′} und Mt = {w, x, y, z} sowie eine Bindung R ⊆ Gs ×Mt. Daneben sind
die zugehörigen Verbände eingezeichnet. Durch Pfeile angegeben sind der von der Bindung
R bestimmte sup-Morphismus 'R : B(Ks) → B(Kt) und der ebenfalls von R bestimmte
inf-Morphismus  R : B(Kt) → B(Ks). Eingezeichnet sind dabei nur solche Pfeile, die bei
einem minimalen Element einer Äquivalenzklasse des Kerns der entsprechenden Abbildung
beginnen (für genauere Beschreibungen solcher Bilder s. Abschn. 5.6).

a b c w x y z

1 × × ×
2 × ×
3 ×
1′ × ×
2′ × ×
3′ × ×

1

a

2

b

3

c

1′

w

2′ 3′

z

x y

Abb. 4.1: Eine Bindung zwischen zwei Kontexten (s.o.)

Um auch die Komposition von Morphismen zu beschreiben, wird noch das Produkt von
Bindungen benötigt.

Definition 34 Es seien Kr, Ks und Kt Kontexte, Jrs eine Bindung von Kr zu Ks und Jst
eine Bindung von Ks zu Kt. Dann heißt

Jrs ∘ Jst := {(g,m) ∈ Gr ×Mt ∣ gJrsIs ⊆ mJst}

das Bindungsprodukt von Jrs und Jst. ⋄
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Hilfssatz 35 Es seien Kr, Ks, Kt, Jrs und Jst wie in Definition 34. Es gelten die folgenden
Aussagen:

1. Für g ∈ Gr und m ∈Mt ist

m ∈ gJrsIsJst ⇐⇒ mJst ⊇ gJrsIs ⇐⇒ gJrs ⊇ mJstIs ⇐⇒ g ∈ mJstIsJrs .

2. Für A ⊆ Gr gilt AJrs∘Jst = AJrsIsJst .

3. Für B ⊆Mt gilt BJrs∘Jst = BJstIsJrs .

4. Jrs ∘ Jst ist eine Bindung von Kr zu Kt.

5. Für eine beliebige Bindung Jrt von Kr zu Kt gilt

Jrt ⊆ Jrs ∘ Jst ⇐⇒ ∀g ∈ Gr : gJrt ⊆ gJrsIsJst

⇐⇒ ∀m ∈Mt : mJrt ⊆ mJstIsJrs .

Beweis: Zu 1.: Fasst man die Bindungen wie auf S. 18 beschrieben als Kontexte auf, so erhält
man alle drei Äquivalenzen aus den Eigenschaften des Ableitungsoperators in Kontexten. Bei
der mittleren Äquivalenz wird zusätzlich benutzt, dass gJrs ein Inhalt von Ks ist und daher
gJrsIsIs = gJrs gilt. Ebenso ist mJst ein Umfang von Ks und daher gilt mJstIsIs = mJst .
Zu 2.: Für A ⊆ Gr hat man mit 1.:

AJrs∘Jst = {m ∈Mt ∣ ∀g ∈ A : (g,m) ∈ Jrs ∘ Jst}
= {m ∈Mt ∣ ∀g ∈ A : gJrsIs ⊆ mJst}
= {m ∈Mt ∣ ∀g ∈ A : m ∈ gJrsIsJst}
= AJrsIsJst .

Analog erhält man 3.
Zu 4.: Wegen 2. ist gJrs∘Jst = gJrsIsJst ein Begriffsinhalt von Kt und wegen 3. ist mJrs∘Jst =
mJstIsJrs ein Begriffsumfang von Kr.
5. folgt nun direkt aus 2. und 3.: Jrt ⊆ Jrs ∘ Jst ⇐⇒ ∀g ∈ Gr : gJrt ⊆ gJrs∘Jst = gJrsIsJst .
Analog zeigt man die Behauptung für Merkmale.

Die Übereinstimmung von Bindungsprodukt und Hintereinanderausführung von inf-Morphis-
men zeigt [5], Hilfssatz 113. Da bei der Gerüstkonstruktion in Kap. 5 sup-Morphismen ver-
knüpft werden, wird hier in Satz 36 die entsprechende Version für sup-Morphismen bewiesen
(dual zum Beweis in [5]).

Satz 36 Es seien Kr, Ks, Kt, Jrs und Jst wie in Definition 34. Für die zugehörigen sup-
Morphismen gilt:

'Jrs∘Jst = 'Jst ∘ 'Jrs .

Beweis: Es ist
R'Jst∘'Jrs = {(g,m) ∈ Gr ×Mt ∣ 'Jst'Jrsg ≤ �m},

wobei wegen Hilfssatz 32

'Jrsg = 'Jrs(g
IrIr , gIr) = (gIrIrJrsIs , gIrIrJrs) = (gJrsIs , gJrs)
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und
'Jst(g

JrsIs , gJrs) = (gJrsIsJstIt , gJrsIsJst)

ist. Folglich ist (g,m) ∈ R'Jst∘'Jrs ⇐⇒ m ∈ gJrsIsJst ⇐⇒ (g,m) ∈ Jrs ∘ Jst.
Ein Vollhomomorphismus ist eine Abbildung zwischen Verbänden, die gleichzeitig sup- und
inf-Morphismus ist. Nach Satz 33 entspricht einem Vollhomomorphismus daher ein Paar von
Bindungen. Genauer beschreibt dies der nächste Satz (vgl. [5], Korollar 114).

Satz 37 Es seien Ks und Kt Kontexte. Zu jedem Vollhomomorphismus ' : B(Ks)→ B(Kt)
wird durch

R := R' = {(g,m) ∈ Gs ×Mt ∣ 'g ≤ �m}
eine Bindung von Ks zu Kt und durch

S := R' = {(g,m) ∈ Gt ×Ms ∣ g ≤ '�m}

eine Bindung von Kt zu Ks erklärt und es gilt

ARIt = BS und BSIt = AR

für alle (A,B) ∈ B(Ks).
Sind umgekehrt R ⊆ Gs ×Mt und S ⊆ Gt ×Ms Bindungen, die diese Bedingungen erfüllen,
dann ist durch '(A,B) := (BS , AR) ein Vollhomomorphismus von B(Ks) nach B(Kt) defi-
niert.

Beweis: Aus Satz 33 kann man die Bindungen R und S, die zu ' gehören, direkt ablesen.
Man erhält für (A,B) ∈ B(K)

(ARIt , AR) = '(A,B) = (BS , BSIt)

und damit direkt die beiden Gleichungen. Umgekehrt ist nach Satz 33 einerseits ' wegen
'(A,B) := (BS , AR) = (ARIt , AR) ein sup-Morphismus, andererseits wegen '(A,B) :=
(BS , AR) = (BS , BSIt) ein inf-Morphismus.

Bemerkung 38 Die beiden Gleichungen ARIt = BS und BSIt = AR sind äquivalent. Es
folgt nämlich aus ARIt = BS auch ARItIt = BSIt und, da AR ein Inhalt von Kt ist, folgt auch
AR = ARItIt = BSIt . Die umgekehrte Aussage folgt analog.

Beim Rechnen mit Produkten solcher Bindungspaare, die zu Vollhomomorphismen gehören,
ist der nachstehende Hilfssatz nützlich.

Hilfssatz 39 Es seien Ks und Kt Kontexte, R eine Bindung von Ks zu Kt und S eine
Bindung von Kt zu Ks, so dass für jeden Begriff (A,B) ∈ B(Ks) gilt: ARIt = BS . Dann hat
man für einen Umfang A von B(Ks) :

AR∘S ⊇ AIs und A(R∘S)IsR = AR.

Beweis: Mit Hilfssatz 35.2. und der vorausgesetzten Identität erhält man

AR∘S = ARItS = BSS ⊇ B = AIt und

A(R∘S)IsR = (ARItS)IsR = (BSS)SIt = BSIt = ARItIt = AR.

Für die zweite Identität in der zweiten Zeile benötigt man zusätzlich, dass DIsR = DSIt für
einen Inhalt D von Ks gilt. Dies folgt aus Bemerkung 38.
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4.2 Eigenschaften von Morphismen

Definition 40 Sind V,W zwei vollständige Verbände, so ist auf der Menge der Abbildungen
von V nach W eine Ordnung definiert durch

�1 ≤ �2 :⇐⇒ ∀v ∈ V : �1v ≤ �2v

für Abbildungen �1, �2 : V →W. ⋄

Auf der Menge der Bindungen zwischen zwei Kontexten Ks und Kt ist durch die Mengeninklu-
sion auf natürliche Weise eine Ordnung gegeben. Diese entspricht der Ordnung der zugehörigen
inf-Morphismen und ist dual zur Ordnung der zugehörigen sup-Morphismen.

Hilfssatz 41 Sind Ks und Kt Kontexte, so gilt für Bindungen R,S von Ks zu Kt :

R ⊆ S ⇐⇒ 'R ≥ 'S ⇐⇒  R ≤  S .

Beweis: Es sei zunächst R ⊆ S und (A,B) ∈ B(K). Nach Voraussetzung ist AR ⊆ AS

und deshalb 'R(A,B) = (ARIt , AR) ≥ (ASIt , AS) = 'S(A,B). Ist umgekehrt 'R ≥ 'S und
(g,m) ∈ R, so ist 'Rg ≤ �m wegen Satz 33. Nach Voraussetzung folgt 'Sg ≤ 'Rg ≤ �m.
Wiederum wegen Satz 33 hat man (g,m) ∈ S und damit insgesamt R ⊆ S. Die Äquivalenz
zwischen den Bindungen und den inf-Morphismen erhält man analog. Die Ordnung kehrt sich
hier nicht um, da die Bilder von  R und  S aus den Inhalten erzeugt werden statt aus den
Umfängen.

Die Eigenschaften Surjektivität und Injektivität von Morphismen können auch mit Hilfe der
zugehörigen Bindung beschrieben werden. Da die folgende Charakterisierung die irreduziblen
Gegenstände bzw. Merkmale eines Kontextes benutzt, werden die betreffenden Verbände als
doppelt fundiert vorausgesetzt.

Satz 42 Es seien Ks und Kt Kontexte und B(Kt) sei doppelt fundiert. Für einen sup-Mor-
phismus � : B(Ks) → B(Kt), gegeben durch die Bindung R� ⊆ Gs × Mt, sind folgende
Aussagen äquivalent:

∙ � ist surjektiv.

∙ (Sursup) Ist g ∈ Gt irreduzibel, so existiert ein ℎ ∈ Gs mit ℎR� = gIt .

Für einen inf-Morphismus � : B(Ks) → B(Kt), gegeben durch die Bindung S� ⊆ Gt ×Ms,
sind äquivalent:

∙ � ist surjektiv.

∙ (Surinf) Ist m ∈Mt irreduzibel, so existiert ein n ∈Ms mit nS
�

= mIt .

Ist � : B(Ks) → B(Kt) Vollhomomorphismus, gegeben durch das Bindungspaar (R�, S
�),

dann ist jede der Bedingungen (Sursup) und (Surinf) äquivalent zur Surjektivität von �.

Beweis: Es sei � : B(Ks) → B(Kt) ein surjektiver sup-Morphismus und g ∈ Gt irreduzibel.
Folglich existiert ein Begriff (A,B) ∈ B(Ks) mit

g = �(A,B) = (AR�It , AR�) = sup{(ℎR�It , ℎR�) ∣ ℎ ∈ A}.
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Da g irreduzibel ist, muss g einem der Begriffe (ℎR�It , ℎR�) entsprechen, d. h., es gibt ein
ℎ ∈ A ⊆ Gs mit ℎR� = gIt . Ist umgekehrt (Sursup) erfüllt, so gehören die Gegenstands-
begriffe aller irreduziblen Gegenstände von Kt zu �[B(Ks)]. Deren Suprema bilden gerade
B(Kt) und folglich ist � surjektiv. Dual folgert man die zweite Äquivalenz. Die Aussage über
Vollhomomorphismen ergibt sich nun sofort aus Satz 37.

Satz 43 Es seien Ks und Kt Kontexte und B(Ks) sei doppelt fundiert. Für einen sup-Mor-
phismus � : B(Ks) → B(Kt), gegeben durch die Bindung R� ⊆ Gs ×Mt, sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

∙ � ist injektiv.

∙ (Injsup) Ist m ∈Ms irreduzibel, so existiert ein n ∈Mt mit nR� = mIs .

Für einen inf-Morphismus � : B(Ks) → B(Kt), gegeben durch die Bindung S� ⊆ Gt ×Ms,
sind äquivalent:

∙ � ist injektiv.

∙ (Injinf) Ist g ∈ Gs irreduzibel, so existiert ein ℎ ∈ Gt mit ℎS
�

= gIs .

Ist � : B(Ks) → B(Kt) Vollhomomorphismus, gegeben durch das Bindungspaar (R�, S
�),

dann ist jede der Bedingungen (Injsup) und (Injinf) äquivalent zur Injektivität von �.

Beweis: Es sei � ein sup-Morphismus. Nach Satz 33 entspricht die zu � gehörige Bindung R�
gleichzeitig einem inf-Morphismus � : B(Kt) → B(Ks), wobei � residual zu � ist. Laut [5],
Hilfssatz 9 ist � genau dann injektiv, wenn � surjektiv ist. Die zur Surjektivität von �
äquivalente Bedingung (Surinf) aus Satz 42 entspricht Bedingung (Injsup). Dual erhält man

die zweite Äquivalenz und zusammen mit Satz 37 ergibt sich die Aussage über Vollhomomor-
phismen.

Folgerung 44 Es seien Ks und Kt Kontexte doppelt fundierter vollständiger Verbände. Für
einen Vollhomomorphismus � : B(Ks) → B(Kt), gegeben durch das Bindungspaar (R�, S

�),
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. � ist Vollisomorphismus zwischen Ks und Kt.

2. R� erfüllt die Bedingungen (Sursup) und (Injsup).

3. S� erfüllt die Bedingungen (Surinf) und (Injinf).

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus den Sätzen 42 und 43, da Vollisomorphismen gerade
bijektive Vollhomomorphismen sind.
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In der Arbeit Subdirekte Produkte vollständiger Verbände von Rudolf Wille [11] werden in
vollständigen Verbänden mit Hilfe von trennenden Vollhomomorphismen supremum-dichte
Teilmengen konstruiert. In Verbänden endlicher Länge wird die Wahl dieser Vollhomomor-
phismen standardisiert, so dass jedem solchen Verband eindeutig eine supremum-dichte Teil-
menge zugeordnet werden kann: das Gerüst des Verbandes. Aus der Struktur des Gerüstes
(als relativer sup−Unterhalbverband) kann der gesamte Verband rekonstruiert werden. Die
Grundmenge des Gerüstes ist aber nur eine Teilmenge der Grundmenge des Verbandes und
oft deutlich kleiner als diese. Bevor das Konzept für Kontexte adaptiert wird, werden einige
Definitionen und Ergebnisse aus [11] zitiert und zusammengefasst.

5.1 Supremum-dichte Teilmengen und das Gerüst eines
vollständigen Verbandes

Definition 45 Es seien V und Vt (t ∈ T ) vollständige Verbände. Eine Menge von Vollhomo-
morphismen �t : V → Vt (t ∈ T ) heißt trennend, wenn für alle a ∕= b ∈ V ein t ∈ T existiert,
so dass �t(a) ∕= �t(b) gilt. ⋄

Zu einem inf-Morphismus � : V → W (V und W seien vollständige Verbände) bezeichne
� : W → V die Abbildung

w 7→ inf �−1w.

Es gilt dann

∙ für alle v ∈ V : ��v ≤ v und

∙ für alle w ∈ �[V ] : ��w = w.

Mit dieser Definition wird in [11] der Hilfssatz 1.1 formuliert, der nachfolgend zitiert wird.
Da für einen surjektiven inf-Morphismus � die Abbildungen � und � zueinander adjungiert
sind, ergibt sich das gleiche Resultat als eine Folgerung von [5], Hilfssatz 9.

Hilfssatz 46 Sind V und W vollständige Verbände und ist � : V → W ein surjektiver inf-
Morphismus, dann ist � ein injektiver sup-Morphismus.

Auf Teilmengen von vollständigen Verbänden lässt sich eine partielle Supremum-Operation
erklären. Damit bleibt bei Teilmengenbildung die Ordnungsstruktur des Verbandes erkennbar.

Definition 47 Ein relativer sup-Unterhalbverband eines vollständigen Verbandes V ist eine
Teilmenge U ⊆ V zusammen mit der partiellen Operation supU , so dass für A ⊆ U und u ∈ U
gilt: supU A = u ⇐⇒ supA = u.
Ein partieller sup-Halbverband ist ein Paar (H, supH). Dabei ist H eine Menge und durch
supH : P(H)→ H ist eine partielle Operation gegeben, so dass (H, supH) isomorph zu einem
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relativen sup-Unterhalbverband eines vollständigen Verbandes ist. Auf H ist die Ordnung ≤H
erklärt durch a ≤H b :⇐⇒ supH{a, b} = b.

Eine Teilmenge A ⊆ H heißt Vollideal, falls A nach unten abgeschlossen (d. h., a ≤H b und
b ∈ A impliziert a ∈ A) und gegen die Operation supH abgeschlossen ist. Letzteres bedeutet:
Ist B ⊆ A und ist supH B erklärt, so ist supH B ∈ A. ⋄

Da in einem relativen sup-Unterhalbverband U von V die partielle Operation supU mit der
Supremum-Operation sup in V übereinstimmt, wird statt supU auch einfach sup geschrieben.
Die durch V auf U induzierte Ordnung wird mit ≤U oder einfach ≤ bezeichnet.

Mit Hilfe von vollständigen Verbänden Vt (t ∈ T ) und trennenden Vollhomomorphismen
�t : V → Vt (t ∈ T ) konstruiert man in einem vollständigen Verband V den relativen sup-
Unterhalbverband

S(�t ∣ t ∈ T ) := {�t�tv ∣ v ∈ V und t ∈ T} ∖ {0}.

Die wichtigsten Ergebnisse aus [11] – die Sätze 1.2, 1.4 und 3.2 – werden im Folgenden als
Sätze 48, 49 und 50 zitiert:

Satz 48 Sind V und Vt (t ∈ T ) vollständige Verbände und �t : V → Vt trennende Vollhomo-
morphismen, dann ist die Menge S(�t ∣ t ∈ T ) supremum-dicht in V .

Satz 49 Sind V und Vt (t ∈ T ) vollständige Verbände und �t : V → Vt trennende Vollhomo-
morphismen, dann ist V isomorph zum Verband aller Vollideale von S(�t ∣ t ∈ T ).

Mit Satz 49 wird die Methode zur Konstruktion des Verbandes aus dem Gerüst heraus
deutlich. In eine ähnliche Richtung geht das Konzept des Kerns eines endlichen Verbandes
(vgl. [3]). Dort wird eine minimale Teilmenge von Elementen angegeben, deren Filterverband
isomorph zum Ausgangsverband ist.

Der nächste Satz erlaubt die Konstruktion eines vollständigen Verbandes V als vollständig
subdirektes Produkt von gegebenen Verbänden Vt (t ∈ T ). Durch die Kenntnis bestimm-
ter sup-Morphismen zwischen diesen Verbänden ist das subdirekte Produkt sogar eindeutig
bestimmt.

Satz 50 Sind Vt (t ∈ T ) vollständige Verbände und �st : Vt → Vs (s, t ∈ T ) sup-Morphismen,
die den Bedingungen

1. �tt ist die Identität für alle t ∈ T und

2. �rt ≥ �rs ∘ �st für r, s, t ∈ T

genügen, dann ist

S(�st ∣ s, t ∈ T ) := {(�sta ∣ s ∈ T ) ∣ a ∈ Vt, t ∈ T} ∖ {(0)s∈T }

eine supremum-dichte Teilmenge eines vollständigen Unterverbandes V von
∏
s∈T Vs und die

Einschränkungen �t der kanonischen Projektionen �t :
∏
s∈T Vs → Vt (t ∈ T ) auf V sind

surjektive trennende Vollhomomorphismen, für die gilt:

�st = �s ∘ �t (s, t ∈ T ) und S(�st ∣ s, t ∈ T ) = S(�t ∣ t ∈ T ).
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In [11] wird im zweiten Abschnitt für vollständige Verbände V endlicher Länge das Gerüst
S(V ) definiert.

Definition 51 Es sei V ein vollständiger Verband endlicher Länge. Ein Element a ∕= 0 von V
heißt subirreduzibel, falls es einen subdirekt irreduziblen vollständigen Verband V̄ und einen
surjektiven Vollhomomorphismus � : V → V̄ mit a = ��a gibt.
Die Menge aller subirreduziblen Elemente von V heißt das Gerüst von V und wird mit S(V )
bezeichnet. ⋄

Bemerkung 52 Sind �t (t ∈ T ) gerade die in Definition 51 beschriebenen Vollhomomor-
phismen, so hat man

S(V ) = S(�t ∣ t ∈ T ).

Somit gelten insbesondere die Sätze 48 und 49 für das Gerüst.

Schließlich gibt es in [11], Abschn. 6 noch eine Bemerkung zu modularen Verbänden.

Bemerkung 53 Sind V und Vt (t ∈ T ) modulare Verbände endlicher Länge und gibt es zu
jedem t ∈ T Elemente at, bt ∈ V mit �tat ∕= �tbt und �sat = �sbt für alle s ∈ T ∖ {t}, so gilt
�rVr ∩ �sVs = {0} für r ∕= s.

5.2 Supremum-dichte Teilmengen eines Begriffsverbandes

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse aus [11] mit den Methoden der Formalen Begriffsana-
lyse neu formuliert und bewiesen. Die Klasse der Verbände, von denen das Gerüst bestimmt
werden kann, wird dabei auf die Klasse aller doppelt fundierten vollständigen Verbände er-
weitert. Zu jeder Definition wird außerdem die Konsistenz mit der verbandstheoretischen
Definition in [11] gezeigt.

Definition 54 Eine Menge von Bindungpaaren (Rt, St) nennt man trennende Bindungen
zwischen den Kontexten K und Kt (t ∈ T ), falls

∙ Rt Bindung von K zu Kt und St Bindung von Kt zu K (t ∈ T ) ist,

∙ ARtIt = BSt für (A,B) ∈ B(K) gilt und

∙ es für je zwei Umfänge A ∕= C von K ein t ∈ T gibt, so dass ARt ∕= CRt gilt. ⋄

Bemerkung 55 Die letzte Bedingung heißt Trennungseigenschaft und kann ersetzt werden
durch: Für je zwei Inhalte B ∕= D von K gibt es ein t ∈ T, so dass BSt ∕= DSt gilt.

Satz 56 Für trennende Bindungen (Rt, St) (t ∈ T ) zwischen Kontexten K und Kt ist

S(Rt, St)t∈T := {(ARt∘StI , ARt∘St) ∣ (A,B) ∈ B(K), t ∈ T} ∖ {(M I ,M)}

eine supremum-dichte Teilmenge von B(K).

Beweis: Für (A,B) ∈ B(K) wird gezeigt: (A,B) = sup{(ARt∘StI , ARt∘St) ∣ t ∈ T}.
Man hat zunächst nach dem Hauptsatz der Begriffsanalyse

sup{(ARt∘StI , ARt∘St) ∣ t ∈ T} = ((
∩
t∈T

ARt∘St)I ,
∩
t∈T

ARt∘St).
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Folglich genügt es, A = (
∩
t∈T A

Rt∘St)I zu zeigen. Dies soll mit der Trennungseigenschaft
erreicht werden. Es sei dafür u ∈ T beliebig. Mittels Hilfssatz 32 erhält man:

(
∩
t∈T

ARt∘St)IRu = (
∩
t∈T

ARt∘StII)IRu = (
∪
t∈T

ARt∘StI)IIRu = (
∪
t∈T

ARt∘StI)Ru .

Weiter folgert man mit Hilfssatz 39:

ARt∘St ⊇ AI =⇒ ARt∘StI ⊆ AII = A =⇒
∪
t∈T

ARt∘StI ⊆ A =⇒ (
∪
t∈T

ARt∘StI)Ru ⊇ ARu .

Ebenfalls aus Hilfssatz 39 folgt:∩
t∈T

ARt∘St ⊆ ARu∘Su ⇒ (
∩
t∈T

ARt∘St)I ⊇ ARu∘SuI

⇒ (
∩
t∈T

ARt∘St)IRu ⊆ ARu∘SuIRu = ARu .

Es ist also (
∩
t∈T A

Rt∘St)IRu = (
∪
t∈T A

Rt∘StI)Ru = ARu für alle u ∈ T. Aus der Kontraposi-
tion der Trennungseigenschaft folgt die behauptete Identität. Der Begriff (M I ,M) trägt zur
Supremum-Bildung nicht bei, da (M I ,M) = sup ∅ gilt.

Behauptung: Trennende Bindungen entsprechen trennenden Vollhomomorphismen.
Es seien V := B(K) und Vt := B(Kt) (t ∈ T ). Nach Satz 37 entsprechen Vollhomomorphis-
men �t : V → Vt eineindeutig Paaren von Bindungen (Rt, St) mit �t(A,B) = (BSt , ARt)
(t ∈ T ). Die Trennungseigenschaft überträgt sich direkt von den Bindungspaaren auf die
Vollhomomorphismen und umgekehrt, da verschiedene Begriffe verschiedene Umfänge haben.

Satz 57 Sind K und Kt Kontexte, (Rt, St) trennende Bindungen zwischen Kontexten K und
Kt und �t : B(K) → B(Kt) die zugehörigen Vollhomomorphismen (A,B) 7→ (BSt , ARt)
(t ∈ T ), so gilt

S(�t ∣ t ∈ T ) = S(Rt, St)t∈T .

Beweis: Gezeigt wird, dass für (A,B) ∈ B(K) gilt: �t�t(A,B) = (ARt∘StI , ARt∘St). Zunächst
ist �t die residuale Abbildung zu �t, denn für x ∈ V und y ∈ Vt hat man mittels der
Beziehungen vor Hilfssatz 46:

y ≤ �tx =⇒ �ty ≤ �t�tx ≤ x,

�ty ≤ x =⇒

{
y = �t�ty ≤ �tx für y ∈ �t[V ] und

x = 1 =⇒ y ≤ �tx = 1 für y ∈ Vt ∖ �t[V ]

Die letzte Beziehung folgt, da �t Vollhomomorphismus ist und daher �t1 = 1 gilt. Nach
Satz 33 ist R�t = R�t = St und somit auch �t(C,D) = (CStI , CSt) für (C,D) ∈ Vt. Es folgt
mit �t(A,B) = (BSt , ARt) = (ARtIt , ARt) :

�t�t(A,B) = �t(A
RtIt , ARt) = (ARtItStI , ARtItSt) = (ARt∘StI , ARt∘St).

Die Grundmengen von S(�t ∣ t ∈ T ) und S(Rt, St)t∈T sind also identisch.

In einem Begriffsverband V = B(K) stimmen also die beiden relativen sup-Unterhalbverbände
S(�t ∣ t ∈ T ) und S(Rt, St)t∈T überein. Satz 56 ist daher die begriffsanalytische Entsprechung
von Satz 48 (bzw. [11], Satz 1.2).
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Abb. 5.1: Zwei Verbände mit supremum-dichter Teilmenge T := {x, y, z}

Als nächstes soll [11], Satz 1.4 (hier Satz 49) diskutiert werden. Der Satz zeigt, dass in dem
partiellen sup-Unterhalbverband S(�t ∣ t ∈ T ) eines Verbandes V tatsächlich genügend In-
formationen stecken, um den zugehörigen Verband eindeutig zu konstruieren. Die Supremum-
Dichtheit nach Satz 1.2 (hier Satz 48) reicht dafür i. Allg. nicht aus, wie das Beispiel in Abb. 5.1
zeigt: Zwei voneinander verschiedene vollständige Verbände haben jeweils die dreielementige
Antikette T := {x, y, z} als supremum-dichte Teilmenge.

Handelt es sich bei V jedoch um einen Begriffsverband und kennt man Umfänge und Inhalte
aller Begriffe einer supremum-dichten Teilmenge T, so kann man mit Hilfe des Hauptsatzes
der Formalen Begriffsanalyse alle Suprema berechnen und erhält eindeutig (bis auf reduzible
Gegenstände) den zugehörigen Begriffsverband V. Auch einen Kontext zu diesem Begriffsver-
band kann man leicht angeben. Bezeichnet G die Menge aller Gegenstände der Begriffe von T
und M die Menge aller Merkmale und setzt man I :=

∪
(A,B)∈T A×B, so ist K ein Kontext

von V.

Es sei nun von einem Begriffsverband V die Menge U := S(Rt, St)t∈T nur mit ihrer Struk-
tur als partieller sup-Unterhalbverband gegeben, jedoch ohne Umfänge und Inhalte. Da nach
Satz 49 der Verband dadurch eindeutig bestimmt ist, muss auch ein Kontext ablesbar sein.
Da Id(U), der Verband aller Ideale von U, isomorph zu V ist, ist (Id(U), Id(U),⊆) ein Kon-
text, dessen Begriffsverband ebenfalls isomorph zu V ist. Dieser Kontext entspricht (V, V,≤).
I. Allg. lassen sich zu einem Begriffsverband wesentlich kleinere Kontexte angeben. Zumindest
die Seite der Gegenstände kann auch hier reduziert werden. Betrachtet wird dafür die Menge
aller Hauptideale von U , das sind Mengen der Form Ix := {y ∈ U ∣ y ≤ x} für x ∈ U. Die
Hauptideale bilden eine supremum-dichte Teilmenge von Id(U). Sie sind selbst Ideale und für
jedes Ideal I ∈ Id(U) hat man I = sup{Ix ∣ x ∈ I}. Bezeichnet man mit ℌ(U) := {Ix ∣ x ∈ U}
die Menge aller Hauptideale von U , so ist (ℌ(U), Id(U),⊆) ebenfalls ein Kontext, dessen
zugehöriger Begriffsverband isomorph zu V ist.

5.3 Das Gerüst eines formalen Kontextes

In [11], Abschn. 2 (hier 5.1) wird das Gerüst eines vollständigen Verbandes endlicher Länge
erklärt. Im Weiteren wird diese Definition für Begriffsverbände übernommen und dabei auf
doppelt fundierte Begriffsverbände ausgeweitet. Dazu wird die Konstruktion des Gerüstes
aus einem gegebenen Kontext heraus erklärt. In Verbänden endlicher Länge lassen sich Su-
prema (Infima) über beliebige Mengen immer durch Suprema (Infima) über nichtleere end-
liche Mengen ausdrücken. Daher fallen einige Begriffe für Verbände mit ihren Entsprechun-
gen für vollständige Verbände zusammen. So ist z. B. ein Verband endlicher Länge genau
dann subdirekt irreduzibel, wenn er auch vollständig subdirekt irreduzibel ist. Nach dem
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Satz von Birkhoff ist jeder Verband subdirektes Produkt von subdirekt irreduziblen Faktoren
(vgl. [1], Kap. VIII.8, Theorem 15). Jeder vollständige Verband endlicher Länge ist demnach
vollständig subdirektes Produkt vollständig subdirekt irreduzibler Faktoren. Dieser Vorteil
wird für die Defintion des Gerüstes bei [11] genutzt, wenn die Existenz von

”
genügend vielen“

(vollständig) subdirekt irreduziblen Faktorverbänden gefordert wird, mittels derer sich eine
Menge trennender Vollhomomorphismen bilden lässt.
I. Allg. ist ein vollständig subdirekt irreduzibler Verband nicht unbedingt auch subdirekt
irreduzibel. Es gelten aber u. a. folgende Implikationen für einen vollständigen Verband V :

∙ Ist � ∈ Conv V (d. h., � ist eine vollständige Kongruenz auf V ), so gilt auch � ∈ ConV.

∙ Ist V vollständig subdirektes Produkt von vollständigen Verbänden Vt (t ∈ T ), so ist V
auch subdirektes Produkt der Verbände Vt.

∙ Ist V subdirekt irreduzibel, so ist V auch vollständig subdirekt irreduzibel.

Für doppelt fundierte vollständige Verbände hat man zusätzlich die wichtige Eigenschaft aus
Satz 2.6.: Jeder doppelt fundierte vollständige Verband besitzt eine vollständig subdirekte
Zerlegung in vollständig subdirekt irreduzible Faktoren. Also müssen sich auch in doppelt
fundierten vollständigen Verbänden

”
genügend viele“ vollständig subdirekt irreduzible Fakto-

ren finden, mittels derer man trennende Bindungen erhält. Die Konstruktion eines Gerüstes
ist demnach ebenso möglich wie bei Verbänden endlicher Länge.
Es sei K ein Kontext und L := (H,N, J) ein verträglicher Teilkontext von K mit J :=
I ∩ (H ×N). Zu einem solchen Teilkontext erhält man auf einfache Weise ein Bindungspaar
(R,S) mit R ⊆ G×N und S ⊆ H ×M durch

R := I ∩ (G×N) bzw. S := I ∩ (H ×M).

Nachzuweisen sind die Bindungseigenschaften: Dass L verträglich ist, heißt, dass die Ein-
schränkung (A ∩H,B ∩N) eines jeden Begriffes (A,B) von K ein Begriff von L ist. Ist also
g ∈ G, so ist die Einschränkung des zu g gehörigen Gegenstandsinhalts gI ∩N ein Inhalt von
L. Nach Definition von R ist gI ∩ N = gI∩(G×N) = gR. Für ein Merkmal n ∈ N hat man
nR = nI∩(G×N) = nI . Folglich ist nR ein Umfang von K und R also eine Bindung von K zu
L. Dual zeigt man, dass S eine Bindung von L zu K ist.

Behauptung: Für (A,B) ∈ B(K) gilt ARJ = BS .

Man hat: ARJ = (AI ∩N)J = (B ∩N)J und BS = BI ∩H = A∩H. Da L verträglich ist, ist
die Einschränkung von (A,B) auf (A ∩H,B ∩N) ein Begriff von L und man hat insgesamt:
ARJ = (B ∩N)J = A∩H = BS . Bevor diese Ergebnisse in Satz 59 zusammengefasst werden,
wird noch folgende Bezeichnung eingeführt:

Definition 58 Eine Familie von Teilkontexten Kt (t ∈ T ) eines Kontextes K hat die Über-
deckungseigenschaft, falls gilt:∪

t∈T
Gt = G und

∪
t∈T

Mt = M. ⋄

Satz 59 Sind Kt (t ∈ T ) verträgliche Teilkontexte eines Kontextes K mit der Überdeckungs-
eigenschaft, so sind

{(Rt, St) ∣ Rt = I ∩ (G×Mt), St = I ∩ (Gt ×M), t ∈ T}

trennende Bindungen zwischen K und Kt (t ∈ T ).
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Beweis: Es ist nur noch die Trennungseigenschaft der Bindungspaare nachzuweisen (vgl. De-
finition 54). Diese folgt direkt aus der Überdeckungseigenschaft: Es seien A und C Umfänge
von K und ARt = CRt gelte für alle t ∈ T. Ist nun m ∈ AI , so existiert nach Voraussetzung
ein t ∈ T mit m ∈Mt. Nach Definition von Rt ist dann m ∈ ARt . Wegen der angenommenen
Identität ist auch m ∈ CRt ⊆ CI . Folglich ist AI ⊆ CI und mit der umgekehrten Argumen-
tation erhält man insgesamt AI = CI . Damit ist A = AII = CII = C. Die Bindungen sind
also tatsächlich trennend.

Um einem Verband sein Gerüst eindeutig zuzuordnen, wählt man in [11] alle Vollhomomor-
phismen auf vollständig subdirekt irreduzible Faktorverbände aus und erhält eine eindeu-
tig bestimmte Menge trennender Vollhomomorphismen. Um zu einem Kontext eindeutig ein
Gerüst mittels verträglicher Teilkontexte zu konstruieren, muss eine eindeutig bestimmba-
re Menge solcher Teilkontexte ausgewählt werden. Da verträgliche Teilkontexte bestimmten
Faktoren des zugehörigen Verbandes entsprechen, sollen gerade die Teilkontexte ausgewählt
werden, die vollständig subdirekt irreduzible Faktoren induzieren. Satz 2.6. zeigt, dass dop-
pelt fundierte vollständige Verbände in vollständig subdirekt irreduzible Faktoren zerlegbar
sind. Diese Zerlegung auf der Ebene des Kontextes beschreibt das nächste Resultat (s. [5],
Hilfssatz 61).

Hilfssatz 60 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
entsprechen die vollständig subdirekten Zerlegungen von B(K) eindeutig den Familien pfeil-
abgeschlossener Teilkontexte, die die Überdeckungseigenschaft haben.

Die Teilkontexte vollständig subdirekt irreduzibler Faktoren lassen sich in reduzierten Kon-
texten von doppelt fundierten vollständigen Verbänden mit Hilfe der Pfeilrelationen ablesen,
wie Hilfssatz 61 (vgl. [5], Hilfssatz 62) zeigt:

Hilfssatz 61 Ein reduzierter Kontext K eines doppelt fundierten Begriffsverbandes B(K) ist
genau dann 1-erzeugt, wenn B(K) vollständig subdirekt irreduzibel ist.

Definition 62 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, ist
weiter ⟨g⟩K = (Gg,Mg, Ig) für g ∈ G und sind Rg := I ∩ (G×Mg) und Sg := I ∩ (Gg ×M),
so bezeichnet

S(K) := S(Rg, Sg)g∈G = {(ARt∘StI , ARt∘St) ∣ (A,B) ∈ B(K), t ∈ T} ∖ {(M I ,M)}

einen relativen sup-Unterhalbverband von B(K), der das Gerüst des Kontextes K genannt
wird. ⋄

Alle Voraussetzungen von Satz 59 sind erfüllt, die Paare (Rg, Sg) sind trennende Bindungen
und das Gerüst damit wohldefiniert.

Eine Vereinfachung dieser Definition wird in Satz 71 angegeben. In Definition 72 wird De-
finition 62 noch erweitert: Die Elemente des Gerüstes, die durch den Kontext ⟨g⟩K erzeugt
werden, bilden die zu g gehörige Komponente des Gerüstes. Auch eine Beschreibung des
Gerüstes durch subirreduzible Elemente (wie in Definition 51) wird im Weiteren angegeben
(s. Definition 66 und Folgerung 67).

Folgerung 63 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
ist [G] ⊆ S(K).
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Beweis: Nach Satz 56 ist S(K) supremum-dicht in B(K). Im reduzierten Kontext ist jedoch
jeder Gegenstandsbegriff sup-irreduzibel und folglich nur dann als Supremum einer Menge
von Begriffen aus S(K) darstellbar, wenn er selbst darin enthalten ist.

Satz 64 Für einen reduzierten Kontext K eines Begriffsverbandes endlicher Länge entspricht
das Gerüst des Kontextes S(K) dem Gerüst des Verbandes S(B(K)).

Beweis: Es ist bereits fast alles gezeigt. Die 1-erzeugten Teilkontexte entsprechen den (bei
Verbänden endlicher Länge auch vollständig) subdirekt irreduziblen Faktorverbänden (s. Hilfs-
satz 61). Die trennenden Bindungen (Rg, Sg) entsprechen trennenden Vollhomomorphismen
�g und damit entsprechen sich auch S(Rg, Sg)g∈G und S(�g ∣ g ∈ G). Es bleibt nur nachzu-
weisen, dass die zu (Rg, Sg) gehörigen Abbildungen auch surjektiv sind, denn dann entspricht
S(�g ∣ g ∈ G) tatsächlich dem Gerüst von B(K) (vgl. Bemerkung 52). Dazu wird Satz 42
herangezogen. Die Bindung Rg := I ∩ (G ×Mg) (vgl. Definition 62) erfüllt die Bedingung
(Sursup), denn für einen beliebigen Gegenstand ℎ ∈ Gg ⊆ G gilt ℎRg = ℎI ∩Mg = ℎIg . Folg-
lich sind die zu (Rg, Sg) (g ∈ G) gehörigen Vollhomomorphismen surjektiv. Insgesamt folgt,
dass das Gerüst eines reduzierten Kontextes S(K) (nach Definition 62) gleich dem Gerüst
des zugehörigen Begriffsverbandes S(B(K)) (nach Definition 51) ist.

Die Surjektivität der zu den Bindungen gehörigen Vollhomomorphismen erlaubt folgende
Vereinfachung der Gerüstdefinition.

Hilfssatz 65 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes und
ist ⟨g⟩K = (Gg,Mg, Ig) für g ∈ G, so ist

S(K) =
∪
g∈G
{(CII , CI) ∣ (C,CIg) ∈ B(⟨g⟩K), CIg ∕= Mg}.

Beweis: Es seien Rg := I ∩ (G×Mg) und Sg := I ∩ (Gg ×M). Dann ist

S(K) =
∪
g∈G
{(ARgIgSgI , ARgIgSg) ∣ (A,B) ∈ B(K)} ∖ {(M I ,M)}

(vgl. Definition 62 und Hilfssatz 35.2.). Für g ∈ G ist wegen der oben nachgewiesenen Surjek-
tivität die Menge {(ARgIg , ARg) ∣ (A,B) ∈ B(K)} gerade die Menge aller Begriffe von ⟨g⟩K.
Folglich ist

{(ARgIgSgI , ARgIgSg) ∣ (A,B) ∈ B(K)} = {(CSgI , CSg) ∣ (C,CIg) ∈ B(⟨g⟩K)}

und damit
S(K) =

∪
g∈G
{(CSgI , CSg) ∣ (C,CIg) ∈ B(⟨g⟩K)} ∖ {(M I ,M)}.

Wegen C ⊆ Gg hat man ferner CSg = CI∩(Gg×M) = CI und damit

S(K) =
∪
g∈G
{(CII , CI) ∣ (C,CIg) ∈ B(⟨g⟩K)} ∖ {(M I ,M)}.

Ist (CII , CI) = (M I ,M), so folgt aus CI = M sofort CIg = Mg. Gilt umgekehrt CIg = Mg für
einen Umfang C von L, so ist (CII , CI) der kleinste Begriff von B(K), dessen Einschränkung
auf L den kleinsten Begriff von B(L) ergibt. Folglich ist (CII , CI) = (M I ,M).

Auch eine Beschreibung des Gerüstes mittels subirreduzibler Elemente lässt sich nun für S(K)
angeben:
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Definition 66 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes.
Ein Begriff (A,B) von K mit B ∕= M heißt subirreduzibel, wenn es einen 1-erzeugten pfeilab-
geschlossenen Teilkontext L := (H,N, J) gibt, so dass gilt:

(A,B) = ((A ∩H)II , (A ∩H)I). ⋄

Folgerung 67 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
ist S(K) die Menge aller subirreduziblen Begriffe von B(K).

Beweis: Es sei (A,B) subirreduzibel. Nach Hilfssatz 7 ist (A ∩H,B ∩N) ein Begriff von L.
Ferner gibt es einen Gegenstand g ∈ G mit L := ⟨g⟩K. Nach Hilfssatz 65 gehört (A,B) also
zum Gerüst von K. Ist andererseits (A,B) ∈ S(K), so existieren nach Hilfssatz 65 ein g ∈ G
und (C,D) ∈ B(⟨g⟩K), so dass (CII , CI) = (A,B) ist. Folglich hat man C ⊆ A∩Gg und somit
(C,D) ≤ (A∩Gg, B∩Mg). Es ist aber auch D = CIg ⊆ CI = B, also D ⊆ B∩Mg und damit
(C,D) ≥ (A∩Gg, B ∩Mg). Insgesamt hat man (A,B) = (CII , CI) = ((A∩Gg)II , (A∩Gg)I),
also ist (A,B) subirreduzibel (für L wählt man ⟨g⟩K).

Um Definition 66 zu rechtfertigen, wird gezeigt, dass die subirreduziblen Elemente in einem
Begriffsverband endlicher Länge genau den subirreduziblen Elementen nach [11] (hier Defini-
tion 51) entsprechen.

Satz 68 Für Verbände endlicher Länge entspricht Definition 66 der in [11] auf S. 56 ange-
geben Definition für subdirekt irreduzible Elemente.

Beweis: Nach [11] heißt (A,B) ∈ B(K) mit B ∕= M genau dann subirreduzibel, wenn es einen
(vollständig) subdirekt irreduziblen Verband V̄ und einen surjektiven Vollhomomorphismus
� : B(K)→ V̄ mit (A,B) = ��(A,B) gibt. Dem Homomorphiesatz zufolge kann für V̄ immer
ein Faktorverband von B(K) und damit für � die entsprechende Projektion (der natürliche
Homomorphismus) verwendet werden. Damit entspricht V̄ gerade einem 1-erzeugten pfeilab-
geschlossenen Teilkontext L := (H,N, J) und � der Abbildung (A,B) 7→ (A ∩ H,B ∩ N)
(vgl. Hilfssatz 7). Umgekehrt entspricht jedem 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Teilkontext
ein (vollständig) subdirekt irreduzibler Faktorverband V̄ . Es ist nun (A,B) = ��(A,B) genau
dann, wenn (A,B) das kleinste Element von B(K) ist, das von � auf �(A,B) = (A∩H,B∩N)
abgebildet wird. Letzteres ist das kleinste Element von B(K), dessen Umfang A∩H enthält.
Dieses ist ((A ∩ H)II , (A ∩ H)I). Damit ist Definition 66 konsistent mit der Definition aus
[11] und erweitert diese.

Folgerung 69 Es seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollständigen Ver-
bandes und L := (H,N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext. Dann gilt CII ∩ H = C für
jeden Umfang C von B(L).

Beweis: Es sei (A,B) = (CII , CI). Man schließt (A∩H,B ∩N) = (C,CJ) wie im Beweis von
Folgerung 67.

Folgerung 70 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes
und L := (H,N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext. Durch B(L) → B(K) : (A,B) 7→
(AII , AI) werden Gegenstandsbegriffe von L auf Gegenstandsbegriffe von K abgebildet.

Beweis: Es sei Lℎ = (A,B) für ℎ ∈ H. Dann ist ℎ ∈ AII und folglich gilt Kℎ ≤ (AII , AI).
Andererseits ist Kℎ der kleinste Begriff von B(K), dessen Umfang ℎ enthält. Demnach ist
ℎII ∩H der kleinste Umfang von L, der ℎ enthält (vgl. Hilfssatz 7). Folglich gilt ℎII ∩H = A
und (ℎII ∩H)II = AII und es folgt ℎII ⊇ AII , also Kℎ ≥ (AII , AI).
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5.4 Eigenschaften von Gerüsten

Konstruiert man das Gerüst zu einem Kontext nach Definition 62, so muss zu jedem Gegen-
stand der zugehörige abgeschlossene Teilkontext bestimmt werden. Im folgenden Satz wird
gezeigt, dass dies nicht unbedingt notwendig ist. Vielmehr genügt es, eine Menge 1-erzeugter
Teilkontexte zu betrachten, die die Überdeckungseigenschaft hat (vgl. Definition 58).

Satz 71 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollständigen Verbandes
und es seien Kt (t ∈ T ) 1-erzeugte Teilkontexte von K mit der Überdeckungseigenschaft.
Ferner seien Rt := I ∩ (G×Mt) und St := I ∩ (Gt ×M) (t ∈ T ). Dann ist

S(K) = S(Rt, St)t∈T =
∪
t∈T
{(CII , CI) ∣ (C,CIt) ∈ B(Kt), CIt ∕= Mt}.

Beweis: S(Rt, St)t∈T ⊆ S(K) ergibt sich per Definition. Es sei also (A,B) ∈ S(K). Dann ist
B ∕= M und es gibt nach Folgerung 67 einen Gegenstand g ∈ G mit ⟨g⟩K = (Gg,Mg, Ig), so
dass (A,B) = ((A ∩ Gg)II , (A ∩ Gg)I) gilt. Da die Kt (t ∈ T ) die Überdeckungseigenschaft
haben, existiert ein s ∈ T, so dass g ∈ Gs ist. Weil Ks pfeilabgeschlossen ist, ist ⟨g⟩K ein
Teilkontext von Ks (es gilt also Gg ⊆ Gs ⊆ G) und man hat:

A = (A ∩Gg)II ⊆ (A ∩Gs)II ⊆ AII = A

und somit
A = (A ∩Gs)II = (AI ∩Ms)

IsII = ARsIsII = ARsIsSsI .

Es ist also (A,B) = (ARsIsSsI , ARsIsSs) ∈ S(Rt, St)t∈T (vgl. Satz 56).
Die zweite Darstellung erhält man analog zu Hilfssatz 65.

Satz 71 motiviert die Wahl maximaler 1-erzeugter Teilkontexte Kt mit der Überdeckungs-
eigenschaft. D. h., ist ein 1-erzeugter Teilkontext Ks von K auch echter Teilkontext eines 1-
erzeugten Teilkontextes Kt von K, dann wird Ks nicht für die Gerüstkonstruktion verwendet.
In endlichen Kontexten gibt es immer maximale 1-erzeugte Teilkontexte. Für Kontexte mit
unendlich großer Gegenstands- und Merkmalsmenge ist die Frage jedoch offen (vgl. Kap. 7,
Problem 2).
Die Darstellung als Vereinigung von Mengen, deren Elemente von je einem Teilkontext erzeugt
werden, motiviert die nachfolgende Definition.

Definition 72 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollständigen Ver-
bandes und es seien Kt (t ∈ T ) 1-erzeugte Teilkontexte von K mit der Überdeckungseigen-
schaft. Die Mengen

{(CII , CI) ∣ (C,CIt) ∈ B(Kt), CIt ∕= Mt} (t ∈ T )

heißen Komponenten des Gerüstes bezüglich der Teilkontexte Kt. ⋄

Der Begriff der Komponente des Gerüsts stammt aus [4]. Man beachte, dass man für unter-
schiedliche der Wahl der Familien Kt unterschiedliche Komponenten erhält.
Weder die Komponenten noch die gewählten Teilkontexte müssen i. Allg. notwendigerweise
disjunkt sein. Im Fall modularer Begriffsverbände kann das jedoch erreicht werden. Die Dis-
junktheit der Teilkontexte folgt sofort aus Hilfssatz 17. Der folgende Satz klärt die Frage für
die Komponenten - zumindest für längenendliche modulare Begriffsverbände.
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Satz 73 Ist K ein reduzierter Kontext eines längenendlichen, modularen Begriffsverbandes,
dann sind die Komponenten verschiedener Teilkontexte von S(K) paarweise disjunkt.

Beweis: Da je zwei 1-erzeugte Teilkontexte disjunkt sind, müssen alle 1-erzeugten Teilkon-
texte zur Gerüstkonstruktion verwendet werden, damit die Überdeckungseigenschaft erfüllt
ist (vgl. Satz 71). Nach Folgerung 28 entspricht einem 1-erzeugten Teilkontext genau eine
Äquivalenzklasse projektiver Primintervalle und er trennt alle Intervalle dieser Klasse und
keine weiteren (Hilfssatz 24). Da die Zuordnung eineindeutig ist (Satz 27), wird jedes Prim-
intervall von B(K) von genau einem der Teilkontexte getrennt. Gehöre nun (A,B) zur Kom-
ponente eines 1-erzeugten Teilkontextes Ks, d. h. (A,B) = ((A∩Gs)II , (A∩Gs)I). Da B(K)
längenendlich ist, gibt es eine endliche Kette zwischen (∅II , ∅I) und (A,B) und damit einen
unteren Nachbarn (C,D) von (A,B). Da ((A∩Gs)II , (A∩Gs)I) der kleinste Begriff ist, dessen
Umfang (A∩Gs) enthält, hat man (C ∩Gs) < (A∩Gs). Folglich trennt Ks das Primintervall
[(C,D), (A,B)]. Gehört (A,B) auch zu Kt, so trennt auch Kt dieses Primintervall und nach
obiger Betrachtung folgt Ks = Kt.

Das Resultat entspricht der Bemerkung 53 zu modularen Verbänden endlicher Länge. Die
zusätzliche Voraussetzung, die dort gemacht wird, kann hier entfallen, wenn man verschiede-
ne Teilkontexte betrachtet. Außerdem wird auch hier die Gültigkeit der Aussage ausgeweitet,
allerdings nur auf längenendliche modulare Verbände. Da im Beweis Primintervalle voraus-
gesetzt werden, muss es im Verband endliche Ketten geben. Das Resultat kann deshalb nicht
einfach auf doppelt fundierte vollständige Verbände übertragen werden.

5.5 Vollständig subdirekte Produkte von Begriffsverbänden

In [11] spielen die Abbildungen �st = �s ∘ �t : Vt → Vs zwischen homomorphen Bildern
Vs und Vt eines vollständigen Verbandes V eine wichtige Rolle (hier z. B. in Satz 50). Nach
Satz 36 entspricht �st gerade das Bindungsprodukt der zu �s und �t gehörigen Bindungen.
Diese Bindungen kann man im Kontext wiederfinden.

Satz 74 Es seien K ein Kontext eines doppelt fundierten vollständigen Verbandes und Ks und
Kt verträgliche Teilkontexte von K. Sind ferner Rt := I ∩ (G×Mt) und Ss := I ∩ (Gs ×M),
so ist Ist := I ∩ (Gs ×Mt) eine Bindung von Ks zu Kt und es ist Ist = Ss ∘Rt.

Beweis: Nach Satz 59 sind Rt und Ss Bindungen und nach Hilfssatz 35.4. ist das Produkt
zweier Bindungen selbst wieder eine Bindung. Es genügt also, die behauptete Gleichung zu
zeigen. Für g ∈ Gs ist gSsIRt = gIIRt = gRt = gI ∩ Mt. Die mittlere Identität folgt aus
Hilfssatz 32. Wegen Hilfssatz 35.2. ist somit gSs∘Rt = gSsIRt = gI ∩Mt und es ist

Ss ∘Rt = {(g,m) ∈ Gs ×Mt ∣ m ∈ gI ∩Mt} = Ist.

Damit ist alles gezeigt.

Satz 77 ermöglicht eine Charakterisierung von Kontexten vollständig subdirekter Produk-
te. Es gibt dazu bereits Resultate bei [5], die sich auf Teilrelationen von Summenkontexten
beziehen: Hilfssatz 82 und Satz 32, die hier als Hilfssatz 75 und Satz 76 zitiert werden.

Hilfssatz 75 Die vollständig subdirekten Produkte von Begriffsverbänden B(Kt) (t ∈ T ) ent-
sprechen eineindeutig den abgeschlossenen Relationen J des Summenkontextes

∑
t∈T Kt mit

J ∩ (Gt ×Mt) = It (t ∈ T ).
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Satz 76 Für eine Teilrelation J ⊆ I im Summenkontext K =
∑

t∈T Kt sind äquivalent:

1. J ist eine abgeschlossene Relation und entspricht einem vollständig subdirekten Produkt
der B(Kt) (t ∈ T ).

2. J ist eine abgeschlossene Relation und für alle t ∈ T gilt It = Jtt := J ∩ (Gt ×Mt).

3. Für alle r, s, t ∈ T ist Jst := J ∩ (Gs ×Mt) eine Bindung von Ks zu Kt und es gelten
Jtt = It und Jrt ⊆ Jrs ∘ Jst.

Dieser Satz (speziell 1. ⇐⇒ 3.) ist im Wesentlichen die begriffsanalytische Entsprechung
von [11], Satz 3.2 (hier Satz 50). Die Bindungen Jst entsprechen den Abbildungen �ts und
nach Hilfssatz 41 entsprechen die zwei Bedingungen der Bindungen den zwei Bedingungen
der �ts in Satz 50. Da der Satz bereits in [5] bewiesen und erklärt wird, soll hier nur folgende
Umformulierung, die auf die Voraussetzung Summenkontext verzichtet, gezeigt werden.

Satz 77 Es sei K ein Kontext und es seien Kt (t ∈ T ) Teilkontexte von K. B(K) ist genau
dann ein vollständig subdirektes Produkt der Begriffsverbände B(Kt) (t ∈ T ), wenn die Kt
die Überdeckungseigenschaft haben und für alle r, s, t ∈ T die Relationen Ist := I ∩ (Gs×Mt)
Bindungen sind und Irt ⊆ Irs ∘ Ist gilt.

Beweis: Es seien K̄t = (Ḡt, M̄t, Īt) mit

Ḡt = Gt × {t}, M̄t = Mt × {t} und Īt := {((g, t), (m, t)) ∣ (g,m) ∈ It} (t ∈ T ).

Aus K wird nun ein Kontext L konstruiert. Zunächst entsteht

L1 := (
∪
t∈T

Ḡt,M, I1) mit I1 = {((g, t),m) ∣ (g,m) ∈ I und g ∈ Gt}

durch Kopieren von Zeilen aus K (und Umbenennung von Gegenständen). Folglich werden
nur reduzible Gegenstände hinzugefügt und daher ist B(L1) isomorph zu B(K).

Nun sei L := (GL,ML, JL) wobei

GL :=
∪
t∈T

Ḡt, ML :=
∪
t∈T

M̄t und JL := {((g, s), (m, t)) ∣ (g,m) ∈ I, g ∈ Gs und m ∈ Gt}.

L entsteht aus L1 durch Kopieren von Spalten, also durch Hinzufügen reduzibler Merkmale,
und somit ist B(L) isomorph zu B(L1) und damit zu B(K). Da außerdem B(Kt) isomorph
zu B(K̄t) (t ∈ T ) ist, ist B(K) vollständig subdirektes Produkt der B(Kt) genau dann,
wenn B(K̄) vollständig subdirektes Produkt der B(K̄t) (t ∈ T ) ist. JL ist eine Teilrelation
im Summenkontext

∑
t∈T K̄t, da Īt ⊆ JL gilt. Daher ist nach Satz 76 B(L) genau dann

vollständig subdirektes Produkt der B(K̄t) (t ∈ T ), wenn Jst := JL ∩ (Ḡs × M̄t) Bindung ist
von K̄s zu K̄t und Jtt = Īt und Jrt ⊆ Jrs ∘ Jst für alle r, s, t ∈ T gilt. Aus der Konstruktion
von L folgt

Jtt = {((g, t), (m, t)) ∣ (g,m) ∈ I, g ∈ Gt und m ∈ Gt} = Īt.

Zu zeigen ist damit noch:

1) Jst ist Bindung von K̄s zu K̄t genau dann, wenn Ist Bindung von Ks zu Kt ist, und

2) Jrt ⊆ Jrs ∘ Jst ⇐⇒ Irt ⊆ Irs ∘ Ist.
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Offenbar ist

Jst = {((g, s), (m, t)) ∣ (g,m) ∈ I, g ∈ Gs und m ∈ Gt} = {((g, s), (m, t)) ∣ (g,m) ∈ Ist},

woraus sofort 1) folgt. 2) ergibt sich wie 1), da ((g, s), (m, t)) ∈ Jst ⇐⇒ (g,m) ∈ Ist.

Eine Charakterisierung vollständig subdirekter Produkte für reduzierte Kontexte doppelt fun-
dierter vollständiger Verbände liefert auch Hilfssatz 60 in Abschn. 5.3. Anstelle von Bindungen
werden dort verträgliche Teilkontexte zur Charakterisierung verwendet. Die weiteren Ergeb-
nisse in [11] beschäftigen sich mit der Konstruktion bestimmter subdirekter Produkte. Diese
Ideen sind bereits in [5], Abschn. 5.1 aufgearbeitet und führen zum Begriff des P -Produkts.

5.6 Diagramme von Gerüsten

Zur graphischen Veranschaulichung von Verbänden benutzt man meist die Liniendiagram-
me der dem Verband zu Grunde liegenden geordneten Menge. In diesem Abschnitt wird
beschrieben, wie man auch für das Gerüst eines Verbandes ein Diagramm erhält, das dem
Liniendiagramm des zugehörigen Verbandes nahe kommt. Gezeichnet werden die Liniendia-
gramme der Komponenten des Gerüstes und einige Verbindungslinien zwischen diesen, die
die Ordnung der Begriffe angeben.
Gegeben seien ein reduzierter Kontext K eines doppelt fundierten vollständigen Verbandes
und pfeilabgeschlossene Teilkontexte Kt (t ∈ T ) mit der Überdeckungseigenschaft. Nach Be-
merkung 72 ist

{(CII , CI) ∣ (C,CIt) ∈ B(Kt), CIt ∕= Mt}

die zu t gehörige Komponente.
Für (C,CIt) ∈ B(Kt) gilt CII ∩ Gt = C nach Folgerung 69. Da sowohl der doppelte
Ableitungsoperator als auch die Einschränkung auf Gt ordnungserhaltend sind, ist durch
(C,CIt) 7→ (CII , CI) ein Ordnungsisomorphismus zwischen B(Kt) ∖ {(M It

t ,Mt)} und der zu
t gehörigen Komoponente gegeben. Damit sind auch die beiden sup-Halbverbände zueinan-
der isomorph. Man berechnet in einer Komponente das Supremum von Elementen (AIIr , A

I
r)

(r ∈ R) mit (Ar, A
It
r ) ∈ B(Kt) (d. h., alle Elemente gehören zur Komponente von t) durch:

sup{(AIIr , AIr) ∣ r ∈ R} = (CII , CI), wobei (C,CIt) = sup
t
{(Ar, AItr ) ∣ r ∈ R}

ist. Dabei ist supt die Supremum-Operation in B(Kt).
Als nächstes werden die Beziehungen zwischen Elementen verschiedener Komponenten be-
trachtet. Es seien (A,B) ∈ B(Ks) und (C,D) ∈ B(Kt). Es gilt:

(AII , AI) ≤ (CII , CI) ⇐⇒ AII ⊆ CII ⇐⇒ A ⊆ CII .

Die Relation zwischen den Begriffen soll nun ohne den Ableitungsoperator I beschrieben
werden und allein aus den Teilkontexten Ks und Kt und den Bindungen Ist = I ∩ (Gs ×Mt)
und Its = I∩(Gt×Ms) (vgl. Abschn. 5.5) ablesbar sein. Man hat wegen A ⊆ Gs und B ⊆Ms :

A ⊆ CII ⇐⇒ A ⊆ CII ∩Gs ⇐⇒ (A,B) ≤ (CII ∩Gs, CI ∩Ms) ⇐⇒ B ⊇ CIts

und damit die Regel:
(AII , AI) ≤ (CII , CI) ⇐⇒ CIts ⊆ B. (∗)
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Die Ordnungsrelation der Gerüstelemente wird nun auf die Elemente der Menge

D :=
∪
t∈T

(B(Kt) ∖ {(M It ,M)})

übertragen. In dieser Menge können verschiedene Elemente zum gleichen Element des Ge-
rüstes gehören, wenn z. B. für (A,B) ∈ B(Ks) und (C,D) ∈ B(Kt) (AII , AI) = (CII , CI)
gilt. Solche Elemente werden gleichgesetzt, d. h., die Menge D wird faktorisiert nach der
Äquivalenzrelation:

� := {((A,B), (C,D)) ∈ D2 ∣ (AII , AI) = (CII , CI)}.

Nach der Regel (∗) stehen (A,B) ∈ B(Ks) und (C,D) ∈ B(Kt) genau dann in Relation, wenn
CIts ⊆ AIs und AIst ⊆ CIt gilt. Statt der Inklusion kann in beiden Bedingungen offensichtlich
auch Identität gefordert werden.
Auf der Faktormenge D/� ist nun durch

[(A,B)]� ≤ [(C,D)]� :⇐⇒ CIts ⊆ B

eine Ordnung erklärt. Nach der Regel (∗) werden dadurch die Äquivalenzklassen genauso
geordnet wie die zugehörigen Gerüstelemente. Die Ordnung ist daher auch wohldefiniert.
Insbesondere ist (CItsIs , CIts) der größte Begriff von B(Ks), dessen zugehörige Äquivalenz-
klasse kleiner ist als die von (C,CIt).
Mit dieser Vorüberlegung kann nun das Diagramm erstellt werden. Benutzt werden dabei
nur die Begriffe der Verbände B(Kt) (t ∈ T ) bzw. deren Äquivalenzklassen bezüglich �. Die
eigentlichen Elemente von S(K) können aber aus dem fertigen Diagramm abgelesen werden.

Schritt 1: Zuerst werden die Begriffsverbände B(Kt) für alle t ∈ T berechnet. Deren Linien-
diagramme werden gezeichnet und dabei jeweils das kleinste Element weggelassen. Es wird
wie üblich die reduzierte Beschriftung (vgl. [5], S. 23) benutzt.

Schritt 2: Mit Hilfe der Bindungen Ist (s, t ∈ T ) wird die Vergleichbarkeit von Elemen-
ten verschiedener Komponenten bestimmt. Sind (A,B) ∈ B(Ks) und (C,D) ∈ B(Kt) und
gilt CIts = B und AIst = D, so ist (AII , AI) = (CII , CI). Die Punkte von (A,B) und
(C,D) werden daher mit einem beide umfassenden Kreis umschlossen. Dies entspricht der
Äquivalenzklassenbildung durch �. Gilt nur eine der zwei Beziehungen, z. B. CIts = B, so ist
(A,B) der größte Begriff von B(Ks) ∖ {(M Is

s ,Ms)}, dessen Äquivalenzklasse kleiner ist als
die von (C,D). Der Punkt von (A,B) wird dann unterhalb von (C,D) gezeichnet und die
Begriffe werden mit einer gestrichelten Linie verbunden. Dabei muss die Struktur des Linien-
diagramms von B(Ks) ∖ {(M Is

s ,Ms)} erhalten bleiben. Der Übersichtlichkeit wegen wird eine
gestrichelte Linie zwischen zwei Punkten wieder gelöscht, wenn es im Diagramm zwischen
den Punkten einen anderen aufsteigenden Pfad aus Linien gibt. Dieses Löschen entspricht der
transitiven Reduktion, die auch zum Zeichnen von Liniendiagrammen gehört.

Schritt 3: Da die Kontexte Kt nicht unbedingt disjunkte Gegenstands- und Merkmalsmengen
haben müssen, können Beschriftungen doppelt auftreten. Nach Folgerung 63 sind alle Ge-
genstandsbegriffe von B(K) in S(K) enthalten. Zu g ∈ G gibt es folglich im Diagramm ein
kleinstes Element, das mit g beschriftet ist. An allen anderen Punkten kann das g gelöscht
werden. Diese Überlegung trifft allerdings nicht analog auf Merkmale zu. Deren Beschriftung
kann nicht einfach durch Streichen gewonnen werden. Will man auch die Merkmale kennzeich-
nen, so muss jedes Element des Gerüstes untersucht werden. Ein Element (A,B) ∈ B(Ks)
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wird mit m gekennzeichnet, wenn es eine Bindung Ist mit t ∈ T gibt, so dass m ∈ AIst

gilt. Von der Menge aller mit m beschrifteten Elemente bestimmt man nun die maximalen
Elemente und löscht m bei allen anderen.
Die Kennzeichnung der Merkmale ist der einzige Schritt, bei dem der gesamte Kontext ver-
wendet werden muss. Zeichnet man die Merkmale nicht ins Gerüstdiagramm ein, so kann
dennoch der Verband der Umfänge von K abgelesen werden, der ja isomorph zu B(K) ist.

Lesart: Das erhaltene Diagramm entspricht (mit allen Linien) dem Liniendiagramm der ge-
ordneten Menge S(K). Der Begriff, der zu einem bestimmten Punkt im Diagramm gehört,
lässt sich genauso ablesen wie im Liniendiagramm eines Begriffsverbandes. Alle Gegenstände,
mit denen ein Punkt unterhalb des Begriffes beschriftet ist, bilden den Umfang, alle Merkma-
le, mit denen ein Punkt oberhalb des Begriffes beschriftet ist, bilden den Inhalt. Anders als
in Liniendiagrammen kann man jedoch nicht alle Suprema und Infima ablesen. Nur innerhalb
einer Komponente können mit Hilfe der durchgezogenen Linien Suprema bestimmt werden.

Die Abb. 5.2 zeigt einen Kontext, drei Teilkontexte mit der Überdeckungseigenschaft, die drei
zugehörigen Begriffsverbände – jeweils ohne das kleinste Element – das Gerüst und den ge-
samten Begriffsverband. Die Elemente des Gerüstes sind im Verbandsdiagramm grau gefärbt.
Für die drei Komponenten wurden insgesamt zwölf Begriffe ausgerechnet. Es gibt drei Paare
verschiedener Begriffe, die beim Faktorisieren identifiziert werden. Insgesamt hat das Gerüst
also neun Elemente. Der zugehörige Begriffsverband hat 19 Elemente. Das angegebene Beispiel
in Abb. 5.2 ist ein homomorphes Bild des FN5(3), dessen Gerüst in [11] auf S. 66 dargestellt
ist. Der Verband FN5(3) hat 99 Elemente, das Gerüst nur 15.
Die Diagramme nach obiger Anleitung entsprechen denen, die in [11] gezeichnet werden. Die
Relation � entspricht hier genau der Relation � in [11], Abschn. 3. Im Unterschied zur obigen
Konstruktion werden in [11] zunächst die Abbildungen �st (also die zu den Bindungen Its
gehörigen sup-Morphismen) durch Pfeile eingezeichnet. In einem weiteren Schritt wird dann
jedes Element an einer Pfeilspitze unter das Element am entsprechenden Pfeilanfang gezeich-
net. Elemente, die durch Doppelpfeile verbunden sind, werden mit einem Kreis umschlossen.

Bemerkung 78 Beim Zeichnen von Gerüsten modularer vollständiger Verbände vereinfacht
sich die Konstruktion. Nach Satz 73 sind die Komponenten des Gerüstes disjunkt. Folglich ist
die Äquivalenzrelation � die Gleichheitsrelation und es brauchen keine Begriffe mit Kreisen
umschlossen zu werden.
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a b c d e f g

1 × × ↗↙ × × × ×
2 ↗↙ × ↗ × × × ×
3 ↙ ↗↙ × ↙ ×
4 × × ↗ ↗↙ × ×
5 × × × × × × ↗↙
6 × × × × ↗↙ × ↗
7 × × ↙ ↗↙ ×

a b c

1 × × ↗↙
2 ↗↙ × ↗
3 ↙ ↗↙ ×

b c d

1 × ↗↙ ×
3 ↗↙ × ↙
4 × ↗ ↗↙

e f g

5 × × ↗↙
6 ↗↙ × ↗
7 ↙ ↗↙ ×
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Abb. 5.2: Kontext, Teilkontexte, Gerüstdiagramm und Begriffsverband



6 Die Varietät M3

In der Verbandstheorie ist der Begriff der Varietät von großer Bedeutung (s. z. B. [7], Kap. V).
Eine Varietät ist die Klasse aller Verbände, die eine bestimmte Menge von Identitäten Σ
erfüllen, d. h. aller Verbände, die Modelle von Σ sind. Gleichzeitig sind Varietäten genau
die Klassen von Verbänden, die gegen die Konstruktion von Produkten, Unterverbänden und
homomorphen Bildern abgeschlossen sind. Der Durchschnitt von Varietäten ist wieder eine
Varietät und folglich gibt es eine kleinste Varietät, die eine gegebene Klasse K von Verbänden
enthält. Diese wird mit Var(K) bezeichnet und kann konstruiert werden nach der Formel
(vgl. [7], Kap. V.1, Corollary 4)

Var(K) = HSP(K).

Dabei ist P(K) die Klasse aller Produkte mit Faktoren aus K, S(K) die Klasse aller Un-
terverbände von Verbänden aus K und H(K) die Klasse aller homomorphen Bilder von
Verbänden aus K.

0

x y z

1

0

1

M3 D2

Abb. 6.1: Die Verbände M3 und D2

Es sei M3 ein fünfelementiger modularer Verband, der nicht distributiv ist, und D2 ein zweiele-
mentiger Verband (s. Abb. 6.1). In diesem Kapitel geht es um die Varietät M3 := Var(M3), die
kleinste modulare, nicht-distributive Varietät. Unter M3 liegen nur D = Var(D2), die Varietät
aller distributiven Verbände, und T, die Varietät, die gerade alle einelementigen Verbände
enthält (vgl. [7], S. 308). Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geht es um die Gerüste der
doppelt fundierten vollständigen Verbände in M3. Im zweiten Abschnitt werden die doppelt
fundierten vollständigen Verbände in M3 mit Hilfe der Pfeilrelationen in den zugehörigen
bereinigten Kontexten charakterisiert.
Dafür werden noch einige Ergebnisse aus der Universellen Algebra bzw. der Verbandstheorie
benötigt. Zuerst wird ein bekanntes Resultat von Bjarni Jónsson (s. [9], Corollary 3.4) als
Satz 79 zitiert. Dabei bezeichnet PS(K) die Klasse aller subdirekten Produkte von Algebren
einer Klasse K.

Satz 79 Es sei K eine endliche Menge endlicher Algebren und für jede Algebra A ∈ Var(K)
sei der Kongruenzrelationenverband Con(A) distributiv. Dann gilt:

Var(K) = PSHS(K).
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Der Kongruenzrelationenverband jedes beliebigen Verbandes ist distributiv (vgl. [7], Kap. II.3,
Theorem 11). Nach Folgerung 79 ist daher jeder Verband in M3 subdirektes Produkt von
Verbänden aus HS(M3). Laut Satz von Birkhoff ist jeder Verband subdirektes Produkt sub-
direkt irreduzibler Verbände (vgl. [1], Kap. VIII.8, Theorem 15) und folglich genügt es, sich
auf subdirekt irreduzible Faktoren aus HS(M3) zu beschränken. Diese sind isomorph zu D2,
zu M3 oder einelementig. Letztere sind jedoch für die Konstruktion subdirekter Produkte
uninteressant. Zusammenfassend hat man:

Satz 80 Jeder Verband A ∈ M3 ist subdirektes Produkt von Faktoren isomorph zu D2 oder
zu M3.

6.1 Gerüste in M3

In [4], Theorem 9 werden die Gerüste von endlichen subdirekten Produkten, deren Faktoren
isomorph zu D2 oder M3 sind, charakterisiert. Dabei wird eine Liste von Diagrammen ange-
geben, die diese Gerüste beschreiben. Jedes Diagramm besteht aus zwei Komponenten eines
solchen Gerüstes (vgl. Abschn. 5.6). Diese Idee wird im Folgenden genutzt, um die reduzierten
Kontexte von vollständigen Verbänden in M3 zu beschreiben. Um Satz 80 nutzen zu können,
werden nur Begriffsverbände endlicher Länge betrachtet. Die vollständig subdirekten Zerle-
gungen sind genau die subdirekten Zerlegungen und die Faktoren sind subdirekt irreduzibel
genau dann, wenn sie vollständig subdirekt irreduzibel sind.

M3 a b c

1 ×
2 ×
3 ×

D2 d

4

Abb. 6.2: Kontexte zu M3 und D2

Die nächsten zwei Resultate liefern nützliche Regeln zum Konstruieren von Kontexten voll-
ständig subdirekter Produkte bzw. zum schnellen Testen der Bedingungen von Satz 77. Sind
die Voraussetzungen wie in Hilfssatz 81, so lassen sich stets weitere 1-erzeugte pfeilabge-
schlossene Teilkontexte finden, so dass diese zusammen mit Ks und Kt eine vollständig sub-
direkte Zerlegung bilden (vgl. [5], Hilfssatz 61). Folglich ist Satz 77 anwendbar und daher ist
Ist := I ∩ (Gs ×Mt) eine Bindung von Ks zu Kt und Its := I ∩ (Gt ×Ms) eine Bindung von
Kt zu Ks. Außerdem gelten Ist ∘ Its ⊇ Is und Its ∘ Ist ⊇ It.

Hilfssatz 81 Es seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten, modularen voll-
ständigen Verbandes und Ks und Kt zwei voneinander verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte
von K. Sind nun (A,B) ∈ B(Ks) ∖ {(∅IsIs , ∅Is)} und (C,D) ∈ B(Kt) ∖ {(∅ItIt , ∅It)}, so gilt:

CIts ⊆ B =⇒ AIst ⊈ D.

Insbesondere gilt für gs ∈ Gs und gt ∈ Gt :

gItst ⊆ gIss =⇒ gIsts ⊈ gItt .

Beweis: Die beiden Teilkontexte können für die Bildung von Gerüstkomponenten herange-
zogen werden. Nach Satz 73 sind dann die zugehörigen Komponenten von S(K) disjunkt.
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Folglich gilt (CII , CI) ∕= (AII , AI). Nach Regel (∗) in Abschn. 5.6 können also nicht CIts ⊆ B
und AIst ⊆ D gleichzeitig gelten. Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit (A,B) = sgs
und (C,D) = tgt. Man hat dann gItItItst ⊆ gIss =⇒ gIsIsIsts ⊈ gItt . Nach Hilfssatz 32 ist
gItItItst = gItst und gIsIsIsts = gIsts . Damit folgt die Behauptung.

Hilfssatz 82 Es seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten, modularen voll-
ständigen Verbandes und Ks und Kt zwei voneinander verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte
von K. Für ms ∈Ms und mt ∈Mt gilt:

mIst
t ⊆ mIs

s =⇒ mIts
s ⊈ mIt

t .

Beweis: (indirekt) Annahme: Es gelten mIst
t ⊆ mIs

s und mIts
s ⊆ m

It
t . Dann hat man:

mIts
s ⊆ mIt

t =⇒ mItsIt
s ⊇ mItIt

t =⇒ mItsIt
s ⊇ {mt} =⇒ mItsItIst

s ⊆ mIst
t =⇒ mIst∘Its

s ⊆ mIst
t .

Nach der Annahme gilt mIst∘Its
s ⊆ mIst

t ⊆ mIs
s . Nach Satz 77 ist aber auch Ist ∘ Its ⊇ Is und

daher mIst∘Its
s ⊇ mIs

s . Insgesamt folgt mIst
t = mIs

s . Analog hat man mIts
s = mIt

t .
In L := (Gs ∪Gt,Ms ∪Mt, IL) mit IL := I ∩ (Gs ∪Gt ×Ms ∪Mt) gilt demnach mIL

s = mIL
t .

L ist aber eine Vereinigung von pfeilabgeschlossenen Teilkontexten von K, also selbst auch
pfeilabgeschlossen und damit verträglich. Nach Hilfssatz 9 ist L dann auch reduziert und es
folgt ms = mt. Da Kt und Ks disjunkt sind (nach Satz 73), steht die Annahme damit im
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

Betrachtet werden nun Teilkontexte von K der Form (Gs∪Gt,Ms∪Mt, I∩(Gs∪Gt×Ms∪Mt)),
also immer die TeilkontexteKs undKt zusammen mit den Bindungen Ist und Its (vgl. Satz 77).
Damit ist folgende Aussage möglich:

Satz 83 Ist K ein reduzierter Kontext eines vollständigen Verbandes endlicher Länge der
Varietät M3 und sind Ks und Kt zwei verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte von K, dann ist
der Teilkontext L := (Gs∪Gt,Ms∪Mt, I ∩ (Gs∪Gt×Ms∪Mt)) durch einen der 16 Kontexte
auf S. 43 gegeben (bis auf Umbenennung der Elemente und Vertauschung von s und t).

Beweis: Die Begriffsverbände B(Ks) und B(Kt) sind subdirekt irreduzibel und daher nach
Satz 80 isomorph zu M3 oder D2. Nach Hilfssatz 9 sind Ks und Kt reduziert und entsprechen
daher einem der beiden Kontexte in Abb. 6.2. Der Begriffsverband B(K) ist modular und
folglich sind die Teilkontexte Ks und Kt paarweise disjunkt.
Geprüft werden die Bedingungen von Satz 77. Wählt man alle weiteren 1-erzeugten Teilkon-
texte von K aus, so haben diese zusammen mit Ks und Kt die Überdeckungseigenschaft. Es
bleiben also die Bedingungen mit den Bindungsprodukten. Wegen Hilfssatz 32 sind einzigen
nichttrivialen Bedingungen darunter Is ⊆ Ist ∘ Its und It ⊆ Its ∘ Ist. Für jede Wahl von L aus
obiger Liste sind diese Bedingungen erfüllt (B(L) ist also stets in M3). Folglich enthält diese
Liste kein überflüssiges Element.
Es werden nun alle anderen Möglichkeiten, Bindungen Ist und Its zu wählen, ausgeschlossen.
Dabei werden die Bezeichnung der Elemente und die Inzidenzrelationen der Kontexte Ks und
Kt o.B.d.A. als die der zu den Fällen gehörigen Abbildungen angenommen.
Fall 1: B(Ks) ∼= B(Kt) ∼= D2. Der einzige ausgeschlossene Fall ist Ist = Its = ∅. In diesem
wäre aber L nicht reduziert und es folgt sofort Ks = Kt im Widerspruch zur Voraussetzung.
Fall 2: B(Ks) ∼= M3 und B(Kt) ∼= D2. Für die Bindung Ist gibt es drei verschiedene Möglich-
keiten (bis auf Umbenennung der Elemente).
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L1 Ms Mt

a b

Gs 1 ×
Gt 2 ×

L2 Ms Mt

a b

Gs 1

Gt 2 ×

L3 Ms Mt

a b c d

1 × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
Gt 4 × × ×

L4 Ms Mt

a b c d

1 × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
Gt 4 ×

L5 Ms Mt

a b c d

1 × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
Gt 4

L6 Ms Mt

a b c d

1 ×
Gs 2 ×

3 ×
Gt 4 × × ×

L7 Ms Mt

a b c d

1 × ×
Gs 2 ×

3 ×
Gt 4 × × ×

L8 Ms Mt

a b c d e f

1 × × × ×
Gs 2 × × × ×

3 × × × ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L9 Ms Mt

a b c d e f

1 × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L10 Ms Mt

a b c d e f

1 ×
Gs 2 ×

3 ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L11 Ms Mt

a b c d e f

1 × × × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L12 Ms Mt

a b c d e f

1 × × × ×
Gs 2 ×

3 ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L13 Ms Mt

a b c d e f

1 × ×
Gs 2 ×

3 ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L14 Ms Mt

a b c d e f

1 × ×
Gs 2 × ×

3 ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L15 Ms Mt

a b c d e f

1 × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
4 × × × ×

Gt 5 × × × ×
6 × × × ×

L16 Ms Mt

a b c d e f

1 × × × ×
Gs 2 × ×

3 × ×
4 × × × ×

Gt 5 × ×
6 × ×
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Ist Ist = ∅, so gilt für jedes g ∈ Gs gIst ⊆ 4It . Nach Hilfssatz 81 ist dann 4Its ⊈ gIs und folglich
hat Its mindestens zwei Elemente. Die einzige Bindung, die das erfüllt, ist Its = Gt×Ms, also
hat man L6.

Ist Ist = Gs ×Mt, so kann Its eine beliebige Bindung sein: L3,L4 und L5.

Es bleibt der Fall Ist = {(1, d)}. Wegen Hilfssatz 81 gilt dann 4Its ⊈ 2Is , 3Is . Folglich ist
Its = Gt ×Ms (also L7) oder Its = {(4, a)}. Bei letzterer Wahl ist dann aber 2Ist∘Its = {a}
und 2Is = {b} im Widerspruch zu Is ⊆ Ist ∘ Its.
Fall 3: B(Kt) ∼= M3 und B(Ks) ∼= D2. Identisch mit Fall 2 durch Vertauschen von s und t.

Fall 4: B(Ks) ∼= B(Kt) ∼= M3. Es gibt acht mögliche Bindungen für Ist bzw. Its (bis auf
Vertauschung von Elementen):

A d e f
1
2
3

B d e f
1 ×
2
3

C d e f
1 ×××
2
3

D d e f
1 ×
2 ×
3 ×

E d e f
1 ×××
2 ×
3 ×

F d e f
1 ×
2 ×
3

G d e f
1 ×
2 ×
3 ×

H d e f
1 ×××
2 ×××
3 ×××

Alle acht Varianten mit Ist = H sind in der Liste aufgeführt: L8 − L15. Da die Situation für
s und t symmetrisch ist, braucht Bindung H auch für Its nicht mehr betrachtet zu werden.

Für Ist = A folgt sofort Its = H nach Hilfssatz 81. Folglich braucht auch A nicht mehr
betrachtet zu werden.

Für Ist = E folgt 4Its ⊈ 2Is , 3Is nach Hilfssatz 81. Folglich ist 4Ist = {a} oder 4Ist = {a, b, c}.
Da 2Ist∘Its = 4Its gilt, folgt wegen Ist ∘ Its ⊇ Is und 2Is = {b} dann 4Ist = {a, b, c}. Analog
folgert man mit Hilfssatz 82 aIts ⊈ eIt , f It und mit {5} = eIt ⊆ eIts∘Ist = aIts auch aIts =
{4, 5, 6}. Für Its bleibt daher nur noch Bindung E, was zu L16 führt. Auch E braucht nun
nicht weiter betrachtet zu werden.

Für Ist = B oder Ist = C gilt nach Hilfssatz 82 aIts ⊈ dIt , eIt , f It . Folglich hat aIts mindestens
zwei Elemente. Die einzige Bindung, die für Its noch möglich ist, ist D. Dann ist jedoch
{b} = 2Is ⊈ {a} = 2Ist∘Its im Widerspruch zu Is ⊆ Ist ∘ Its. Es entfallen also B und C für die
weitere Betrachtung.

Für Ist = D ist wieder nach Hilfssatz 81 4Its mindestens zweielementig. Keine der verbliebenen
Bindungen kommt daher für Its in Betracht.

Für Ist = F oder Ist = G gilt wegen Is ⊆ Ist ∘ Its : {a} = 1Is ⊆ 1Ist∘Its = 4Its . Da für Its
bereits alle Bindungen außer F und G ausgeschlossen sind, folgt 4Its = {a} im Widerspruch
zu Hilfssatz 81, denn man hat 1Ist ⊆ 4It und 4Its ⊆ 1Is .

Damit wurden alle Kombinationen von Bindungen, die nicht in der Liste stehen, ausgeschlos-
sen.

Mit Hilfe dieser Liste kann die Konstruktion von Kontexten zu vollständigen Verbänden in
M3 vereinfacht werden. Es ist allerdings nicht möglich, Teilkontexte der Liste ohne weitere
Prüfung beliebig zu kombinieren, da in Satz 83 keine Aussage über das Bindungsprodukt
Irs ∘ Ist für paarweise verschiedene r, s, t gemacht wird.

6.2 Pfeilrelationen in M3

In diesem Abschnitt wird ein anderer Zugang genutzt, um die bereinigten Kontexte von
Verbänden aus M3 zu beschreiben. Das Kriterium für die Zugehörigkeit eines Begriffsverban-
des zu M3 wird die Anzahl von Pfeilen pro Zeile und Spalte im Kontext sein. Dazu werden
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u

a b c

x̄
c̄

x y z

v

u

a b c

x y z

v

u

a b c d

v

M̄3,3 M3,3 M4

Abb. 6.3: Diagramme einiger Verbände

einige weitere Sätze aus der Verbandstheorie benötigt. Abb. 6.3 zeigt die Verbände, die dabei
eine Rolle spielen.
Satz 84 ist ein Resultat von Bjarni Jónsson ([10], Theorem 1) und charakterisiert eine Klasse
von Varietäten modularer Verbände, zu der auch M3 gehört. Folgerung 85 entspricht [10], Co-
rollary 9.

Satz 84 Für jede Varietät V modularer Verbände sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

1. M3,3 /∈ V.

2. Jedes Element von V ist subdirektes Produkt von Verbänden der Länge zwei oder weni-
ger.

3. Die Ungleichung a ∧ (b ∨ (c ∧ d) ∧ (c ∨ d)) ≤ b ∨ (a ∧ c) ∨ (a ∧ d) gilt in V.

Folgerung 85 Im Verband der Varietäten modularer Verbände hat M3 genau zwei obere
Nachbarn, M4 := Var(M4) und M3,3 := Var(M3,3). Jede Varietät, die M3 echt enthält,
enthält dann auch M4 oder M3,3.

Satz 86 Es sei K ein bereinigter Kontext eines vollständigen Verbandes V aus der Varietät
M3. Dann gibt es zu jedem Gegenstand g ∈ G höchstens zwei verschiedene Merkmale m,n ∈
M , so dass g↗↙ m und g↗↙ n gilt. Ebenso gibt es zu jedem Merkmal m ∈ M höchstens zwei
verschiedene Gegenstände g, ℎ ∈ G, so dass g↗↙ m und ℎ↗↙ m gilt.

Beweis: (indirekt) Annahme: V erfüllt alle genannten Voraussetzungen und es gibt drei von-
einander verschiedene Merkmale m,n, p ∈M mit g↗↙ m, g↗↙ n und g↗↙ p.
Wegen der angenommenen Pfeilrelationen sind m,n, p und g in K irreduzibel (vgl. [5], Hilfs-
satz 13). Die Menge E := {�m, �n, �p, g} erzeugt in V einen Unterverband U . Dieser liegt
dann auch in M3 und nach Satz 80 existieren Verbände Vt mit Vt ∼= M3 oder Vt ∼= D2 (t ∈ T ),
so dass U subdirektes Produkt der Vt ist. Der Einfachheit wegen wird vorausgesetzt, dass
jeder der Faktoren genau einem der beiden Diagramme aus Abb. 6.1 mit der entsprechen-
den Beschriftung entspricht, also Vt = M3 oder Vt = D2 für t ∈ T gilt. Zu einem Faktor Vt
bezeichne �t : U → Vt, u 7→ �tu =: ut den Projektionshomomorphismus. Jedem Element
u ∈ U ist dadurch eindeutig ein Tupel (ut)t∈T zugeordnet. Außerdem kann vorausgesetzt
werden, dass kein Faktor im subdirekten Produkt redundant ist, d. h., für s, t ∈ T existiert
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kein Verbandsisomorphismus ' : Vs → Vt mit '�se = �te für alle e ∈ E. Insbesondere ist
T damit endlich, da es nur endlich viele verschiedene Möglichkeiten gibt, den vier Erzeugern
aus E je ein Element von M3 bzw. D2 zuzuordnen. Diese Menge solcher Zuordnungen wird
im Weiteren betrachtet und eingegrenzt:

Zum einen muss gewährleistet sein, dass für t ∈ T die Projektion �t : U → Vt surjektiv
ist. Dazu muss {(�m)t, (�n)t, (�p)t, (g)t} ein Erzeugendensystem von Vt sein. Für Vt = M3

bedeutet das �t[E] ⊇ {x, y, z}, für Vt = D2 heißt das �t[E] = {0, 1}.
Zum anderen folgt aus g↗↙ m nach Hilfssatz 15: (g)∗ = �m ∧ g. Analoges gilt für n und p
und mit der Projektion �t erhält man die Gleichung:

((g)∗)t = (�m)t ∧ (g)t = (�n)t ∧ (g)t = (�n)t ∧ (g)t. (6.1)

Für Vt = M3 folgt daraus 1 /∈ �t[E]. Man hätte sonst �t[E] = {x, y, z, 1}, womit sich die
Gleichung nicht erfüllen lässt. Für Vt = D2 folgt (�m)t = (�n)t = (�p)t = 0 aus (g)t = 1.
Tab. 6.1 zeigt alle möglichen Kombinationen, den Erzeugern aus E Projektionsbilder in M3

oder D2 zuzuordnen, so dass beide Zulässigkeitsbedingungen erfüllt sind - bis auf Vertau-
schung der Elemente x, y und z, was aber zu redundanten Faktoren führt.

t Vt (�m)t (�n)t (�p)t (g)t
1 x x y z
2 x y x z
3 y x x z
4 M3 0 x y z
5 x 0 y z
6 x y 0 z
7 x y z 0

8 1 1 1 0
9 1 1 0 0
10 1 0 1 0
11 D2 1 0 0 0
12 0 1 1 0
13 0 1 0 0
14 0 0 1 0
15 0 0 0 1

Tab. 6.1: Die möglichen Faktoren von U

Die Indexmenge T kann demnach als Teilmenge von {1, . . . , 15} gewählt werden. Das kleinste
Element von U ist (0)t∈T = �m ∧ �n ∧ �p ∧ g = (g)∗. Da g > (g)∗ ist, gibt es ein t ∈ T
mit (g)t ∕= 0. Also muss T mindestens einen der Indizes 1 bis 6 oder 15 enthalten.

Es seien a, b ∈ {m,n, p}. Dann folgt aus g↗↙ a nach Hilfssatz 15 �a ∕= (�a)∗ = �a ∨ g ∈ U.
Daher ist (�a)∗ auch in U der einzige obere Nachbar von �a. Da �a∨ �b ≥ �a gilt, hat man

∀a, b ∈ {m,n, p} : �a ∨ �b = �a oder �a ∨ �b ≥ �a ∨ g. (6.2)

Für zwei voneinander verschiedene Merkmale a, b ∈ {m,n, p} mit

(�a)t ∨ (g)t > (�a)t ∨ (�b)t < (�b)t ∨ (g)t (6.3)
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folgt �a = �a ∨ �b = �b. Da K bereinigt ist, steht dies im Widerspruch zur Voraussetzung.
Für (�a)t = (�b)t ∕= (g)t und (g)t ∕= 0 erhält man stets 6.3. Folglich entfallen die Indizes
1, 2, 3 und 15. Für t ∈ {4, 5, 6} gibt es stets ein Merkmal a mit (�a)t = 0. Für jedes andere
Merkmal b sind dann g ∨ �a und �b∨ �a unvergleichbar. Dies steht im Widerspruch zu 6.2.
Es bleibt kein Index t übrig, für den (g)t ∕= 0 gilt. Damit ist die Annahme widerlegt. Dual
zeigt man die Aussage über Doppelpfeile bei Merkmalen.

Für die Umkehrung des Satzes wird die Theorie projektiver Verbände und projektiver Co-
ver benutzt. Die Definitionen dafür werden aus [2], Abschn. 2 übernommen. Satz 90 ist ein
Spezialfall von [2], Theorem 5.1.

Definition 87 Es sei K eine Varietät von Verbänden und V ∈ K. V heißt projektiv in K, falls
für beliebige Verbände W1,W2 ∈ K und jeden surjektiven Homomorphismus ' : W1 → W2

und jeden Homomorphismus  : V → W2 ein Homomorphismus  ̃ : V → W1 existiert, so
dass ' ∘  ̃ =  gilt.

Hilfssatz 88 Ist K eine Varietät von Verbänden und ist V ∈ K projektiv in K, so gibt es zu
jedem surjektiven Homomorphismus ' : W → V mit W ∈ K einen Unterverband S von W
mit S ∼= V und '[S] = V.

Beweis: Es sei  : V → V der identische Homomorphismus. Da V projektiv in K ist, existiert
ein Homomorphismus  ̃ : V → W mit ' ∘  ̃ =  . Setzt man S :=  ̃[V ], so ist S ein
Unterverband von W und es ist V =  [V ] = '[ ̃[V ]] = '[S]. Da '∘  ̃ außerdem die Identität
auf V ergibt, ist  ̃ injektiv und damit ein Isomorphismus zwischen S und '[S].

Definition 89 Es sei K eine Varietät von Verbänden, V,W ∈ K und ! : V → W ein
surjektiver Homomorphismus. (V, !) heißt Cover von W in K, falls für jeden Verband U ∈ K
und jeden Homomorphismus � : U → V gilt: Ist ! ∘ � surjektiv, so ist auch � surjektiv.
(V, !) heißt projektives Cover von W, falls V zusätzlich projektiv in K ist.

Satz 90 Es sei ! : M̄3,3 → M3,3 der eindeutig bestimmte, surjektive Homomorphismus. In
der Varietät aller Verbände ist (M̄3,3, !) ein projektives Cover von M3,3.

Mit der Bezeichnung aus Abb. 6.3 ist der Homomorphismus aus Satz 90 gegeben durch

! : M̄3,3 →M3,3 : v →

⎧⎨⎩
x für v = x̄

y für v = ȳ

v sonst.

Folgerung 91 Ist M ein Verband und ' : M →M3,3 ein surjektiver Homomorphimus, dann
existiert ein Unterverband S von M mit '[M ] = M3,3 und S ∼= M3,3 oder S ∼= M̄3,3.

Beweis: Da ' : V → M3,3 surjektiv ist und M̄3,3 projektiv, existiert ein Homomorphismus
!̄ : M̄3,3 →M mit '∘ !̄ = !. Es sei S := !̄[M̄3,3]. Dann ist S ein Unterverband von M und es
ist '[S] = '∘!̄[M̄3,3] = ![M̄3,3] = M3,3. M̄3,3 hat bis auf Isomorphie nur vier Faktorverbände:
M̄3,3, M3,3, D2 und den einelementigen Verband. S ist also isomorph zu einem dieser vier
Verbände und, da '[S] = M3,3 gilt, bleibt für S nur S ∼= M̄3,3 oder S ∼= M3,3.

Schließlich wird mit dem folgenden Hilfssatz noch [4], Lemma 4 zitiert.
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Hilfssatz 92 Es sei M2 die Varietät, die von allen modularen Verbänden der Länge zwei
erzeugt wird. Dann ist M4 projektiv in M2, d. h., für jeden surjektiven Homomorphismus
' : M →M4 mit M ∈M2 existiert ein Unterverband S von M mit S ∼= M4 und '[S] = M4.

Satz 93 Es sei K ein bereinigter Kontext eines modularen, doppelt fundierten vollständigen
Verbandes V. Gilt für jeden Gegenstand g ∈ G ∣{m ∈M ∣ g↗↙ m}∣ ≤ 2 oder für jedes Merkmal
m ∈M ∣{g ∈ G ∣ g↗↙ m}∣ ≤ 2, dann ist V ein Element der Varietät M3.

Beweis: Gezeigt wird die Aussage für den Fall ∣{m ∈ M ∣ g ↗↙ m}∣ ≤ 2 für alle g ∈ G.
Wegen Folgerung 85 und weil M3 die kleinste modulare Varietät ist, gilt Var(V ) ⊇ Var(M3,3),
Var(V ) ⊇ Var(M4) oder V ∈M3. Die beiden Inklusionen werden im Folgenden widerlegt.

Annahme: Var(V ) ⊇ Var(M3,3). D. h. M3,3 ∈ HSP(V ). Nach Hilfssatz 91 hat man daher
M̄3,3 ∈ SP(V ) oder M3,3 ∈ SP(V ). Beide Fälle werden ausgeschlossen:

Es sei zunächst P eine direkte Potenz von V , die einen Unterverband S enthält mit S ∼= M̄3,3.
Die Elemente von S seien wie in Abb. 6.3 bezeichnet. Außerdem sei KP der zu P gehörige
Summenkontext, wobei jeder Summand K entspricht. KP ist bereinigt.

Nach Satz 3 ist mit V auch P doppelt fundiert. Folglich kann ein Element s ∈ P minimal
gewählt werden bezüglich der Eigenschaften s ≤ a und s ≰ u. Ist s = supQ für Q ⊆ P, so
existiert ein Element q ∈ Q mit q ≰ u - sonst wäre s = supQ ≤ u. Dann gilt q ≤ s ≤ a
und aus der Minimalität von s folgt s = q ∈ Q. Folglich ist s sup-irreduzibel in P und damit
Gegenstandsbegriff eines irreduziblen Gegenstandes g aus KP ; es gilt s = g.

Die folgende Konstruktion eines Merkmals mz kann anhand von Abb. 6.4 nachvollzogen wer-
den. Da g irreduzibel ist, hat man g > (g)∗ =: s∗ und somit auch s∗ ≤ u und damit
s ∧ u = s∗. Das Intervall [s∗, s] ist demnach zu [u, s ∨ u] aufwärts perspektiv. Nach dem Iso-
morphiesatz für perspektive Intervalle (Satz 14) ist s∨u oberer Nachbar von u. Das Intervall
[u, a] ist aufwärts perspektiv zu [z, v] und wegen s ≤ a ist s ∨ u ∈ [u, a]. Wiederum aus dem
Isomorphiesatz folgt: sz := s ∨ u ∨ z = s ∨ z ∈ [z, v] ist oberer Nachbar von z.

In der Menge Mz := {m ∈ MP ∣ �m ≥ z, �m ≱ v,m irreduzibel} wird nun ein Merkmal
mz bestimmt, für das g↗↙ mz gilt. Mz ist nicht leer, da v > z. Für jedes beliebige Merkmal
m ∈Mz gilt

s ≥ �m ∧ s ≥ z ∧ s ≥ u ∧ s = s∗.

Wegen der Nachbarschaftsbeziehung zwischen s und s∗ ist daher �m∧s = s oder �m∧s = s∗.
Nimmt man für alle m ∈Mz �m ≥ s an, so folgt

z = inf{�m ∣ m ∈MP , �m ≥ z}
= inf{�m ∣ m ∈MP , �m ≥ v} ∧ inf{�m ∣ m ∈MP , �m ≱ v, �m ≥ z}
= v ∧ inf �[Mz]

≥ v ∧ s = s.

Somit wäre z = s ∨ z = sz im Widerspruch zur oben gefolgerten Nachbarschaftsbeziehung
zwischen z und sz. Folglich existiert ein Merkmal mz ∈Mz mit �mz∧s = s∗, also �mz∧g =
(g)∗. Aus Hilfssatz 15 folgt g ↙ mz und, da P modular ist, auch g↗↙ mz (vgl. Beweis von
Hilfssatz 16).

Ganz analog konstruiert man ein Merkmal my ∈ My := {m ∈ MP ∣ �m ≥ y, �m ≱
v,m irreduzibel} mit g↗↙ my.
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Abb. 6.4: Skizze zu Satz 93

Da [u, a] aufwärts perspektiv zu [b, x̄] ist, kann man auch einen oberen Nachbarn sb ∈ [b, x̄]
von b konstruieren (gleiches Verfahren wie bei sz mit [b, x̄], statt [z, v]). Man findet damit
wieder ein Merkmal mb ∈Mb := {m ∈MP ∣ �m ≥ b, �m ≱ x̄,m irreduzibel} mit g↗↙ mb.

Diese drei Merkmale sind paarweise verschieden. Wäre mz = my, so hätte man mz ∈My∩Mz,
damit �mz ≥ z ∨ y = v und folglich mz /∈ Mz. Aus mz = mb folgte mb ∈ Mb ∩Mz, damit
�mz ≥ x̄ ∨ z = v und wieder mz /∈Mz. Analog führt my = mb zu my /∈My.

Im Kontext KP hat g hat also drei Doppelpfeile. Da KP ein Summenkontext ist, müssen alle
drei Pfeile in einem Summanden vorkommen, also in K. Dies widerspricht der Voraussetzung
und folglich ist die Annahme M̄3,3 ∈ SP(V ) widerlegt.

Mit dem gleichen Vorgehen zeigt man, dass es auch keine direkte Potenz von V geben kann,
die M3,3 als Unterverband enthält (man wählt dabei x statt x̄). Folglich ist M3,3 /∈ HSP(V )
und somit Var(V ) ⊉ Var(M3,3).

Annahme: Var(V ) ⊇ Var(M4). D. h. M4 ∈ HSP(V ). Wegen M3,3 /∈ Var(V ) und Satz 84 ist
jeder Verband in Var(V ) subdirektes Produkt von Verbänden der Länge zwei oder weniger,
also Var(V ) ⊆ M2. Aus M4 ∈ HSP(V ) folgt nach Hilfssatz 92 M4 ∈ SP(V ). Also gibt
es eine direkte Potenz P von V , die M4 als Unterverband enthält. Dieser sei bezeichnet
wie in Abb. 6.3. In Analogie zum obigen Vorgehen sei KP der Summenkontext zu P mit
den Summanden K. Es gibt einen irreduziblen Gegenstand g ∈ GP , so dass s := g ein
minimales Element von V ist bezüglich der Eigenschaften s ≤ a und s ≰ u. Ebenfalls findet
man drei verschiedene Merkmale mb ∈ Mb := {m ∈ MP ∣ �m ≥ b, �m ≱ v,m irreduzibel},
mc ∈ Mc := {m ∈ MP ∣ �m ≥ c, �m ≱ v,m irreduzibel} und md ∈ Md := {m ∈ MP ∣ �m ≥
d, �m ≱ v,m irreduzibel} mit g↗↙ mb, g↗↙ mc und g↗↙ md. Da KP ein Summenkontext ist,
gehören alle drei Merkmale zum gleichen Summanden und damit hat g drei Doppelpfeile in
K im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist auch die zweite Annahme widerlegt und es
folgt: Var(V ) ⊆M3, also V ∈M3.

Dual folgt die Aussage für die Merkmale.

Zusammen führen die Sätze 86 und 93 nun zur gewünschten Charakterisierung aller doppelt
fundierten vollständigen Verbände in der Varietät M3.
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Satz 94 Es sei K ein bereinigter Kontext eines modularen, doppelt fundierten vollständigen
Verbandes V. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:

1. V ∈M3.

2. ∀g ∈ G : ∣{m ∈M ∣ g↗↙ m}∣ ≤ 2.

3. ∀m ∈M : ∣{g ∈ G ∣ g↗↙ m}∣ ≤ 2.

Beweis: Aus 1. folgen nach Satz 86 die Bedingungen 2. und 3. Umgekehrt folgt 1. sowohl aus
2. wie auch aus 3. nach Satz 93.

Bemerkung 95 Eine analoge Charakterisierung für Var(M4) und weitere Varietäten ist nicht
einfach möglich. Z. B. ist M3,3 /∈ Var(M4). Jedoch hat ein bereinigter Kontext von M3,3 pro
Zeile und Spalte höchstens drei Doppelpfeile, wie man im nachstehenden Kontext sieht.

M3,3 a b c d e

1 ↗↙ ↗↙ × ↗↙ ×
2 ↗↙ ↗↙ × × ↗↙
3 × × × ↗↙ ↗↙
4 ↗↙ × ↗↙
5 × ↗↙ ↗↙



7 Fazit und offene Probleme

In dieser Arbeit wurde das verbandstheoretische Konzept des Gerüstes für doppelt fundier-
te vollständige Verbände adaptiert. Die Konstruktion aus dem Kontext heraus geschah allein
mit Methoden der Formalen Begriffsanalyse. Durch das Verbinden der Begriffsanalyse mit der
Theorie projektiver Intervalle konnten auch spezielle Eigenschaften für die Gerüste modularer
Verbände gezeigt werden. Die bei der Gerüstkonstruktion verwendeten Bindungen und de-
ren Zusammenhang zu sup- bzw. inf-Morphismen wurden genutzt, um Kontexte subdirekter
Produkte zu beschreiben. Konkrete Anwendung fanden diese in Kap. 6, in dem eine Liste von

”
Bausteinen“ zur Konstruktion der Kontexte zu doppelt fundierten vollständigen Verbänden

der Varietät M3 angegeben ist. Schließlich wurde auch eine Charakterisierung der bereinigten
Kontexte dieser Verbände vorgestellt, deren Beweis allerdings nicht nur auf Argumente der
Formalen Begriffsanalyse gestützt ist. Den Abschluss der Arbeit bildet folgende Liste von
Fragestellungen und offenen Problemen:

1. Gerüste von Kontexten - Ausblick

Die Resultate aus [11] sind weitgehend in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse übersetzt.
Es fehlt die Beschreibung der abgeschlossenen Mengen paarweise unvergleichbarer, subirre-
duzibler Elemente aus [11], Abschn. 2 und die Übersetzung der damit verbundenen Resulta-
te. Offen bleibt auch die Frage nach einer Verwendung des Gerüstes zur Konstruktion von
Begriffsverbänden aus dem Kontext. Bei der Konstruktion des Gerüstes zu einem Kontext
K verzichtet man auf die Berechnung aller Begriffe des Ausgangskontextes und beschränkt
sich auf die Berechnung der Begriffsverbände einer Menge von Teilkontexten. Je kleiner die
1-erzeugten Teilkontexte sind, desto leichter können die zugehörigen Begriffskomponenten
berechnet werden. Soll trotzdem der gesamte Begriffsverband B(K) konstruiert werden, so
kann dieser nun aus dem Gerüst durch Bildung aller Suprema, durch Berechnung des Ideal-
verbandes oder durch Berechnung aller abgeschlossenen Mengen paarweise unvergleichbarer,
subirreduzibler Elemente nach [11], Satz 2.2 bestimmt werden. Für Kontexte mit kleinen
1-abgeschlossenen Teilkontexten könnte so möglicherweise ein Konstruktionsalgorithmus für
B(K) gefunden werden, der schneller arbeitet als bisher bekannte Algorithmen. Für Kon-
texte, die sich nur wenig in Teilkontexte zerlegen lassen (insbesondere 1-erzeugte Kontexte),
können die bisherigen Algorithmen allerdings nicht durch die Gerüstidee verbessert werden.
Das Gerüst eines 1-erzeugten Kontextes K ist nämlich stets B(K) ∖ {(∅II , ∅I)}.

2. Ketten 1-erzeugter Teilkontexte

Satz 71 legt nahe, zur Konstruktion des Gerüstes möglichst wenige kleine 1-erzeugte Teilkon-
texte zu verwenden, da zu jeder Komponente der Begriffsverband berechnet werden muss.
Hat man eine Menge 1-erzeugter Teilkontexte Kt (t ∈ T ) mit der Überdeckungseigenschaft
und ist Kr ⊆ Ks mit r, s ∈ T, so haben die Teilkontexte Kt (t ∈ T ∖ {r}) ebenfalls die
Überdeckungseigenschaft und daher braucht der Begriffsverband zu Kr nicht berechnet zu
werden. Für endliche Kontexte ist es somit sinnvoll, zur Gerüstkonstruktion stets nur die
maximalen 1-erzeugten Teilkontexte zu verwenden, also solche, die nicht echt in einem an-
deren 1-erzeugten Teilkontext enthalten sind. Soll das Gerüst zum Beweis von Sätzen über
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vollständige Verbände verwendet werden, so kann es interessant sein, auch das Gerüst von
unendlichen Kontexten zu konstruieren. Dies führt zur Frage: Gibt es einen doppelt fundierten
Begriffsverband, dessen Standardkontext eine Kette von 1-erzeugten Teilkontexten enthält, in
der jeder Teilkontext seinen Vorgänger echt enthält, die kein maximales Element hat?

3. Vollständige Verbände und Varietäten
In Kap. 6 werden die doppelt fundierten vollständigen Verbände der Varietät M3 anhand
ihrer bereinigten Kontexte charakterisiert. Es wäre nun interessant, auch andere Varietäten
auf ihre vollständigen oder doppelt fundierten vollständigen Verbände hin zu untersuchen. Es
sei Varv(K) die Klasse aller vollständigen Verbände der Varietät Var(K) für eine Klasse K von
Verbänden. Hilfssatz 96 macht deutlich, dass man (fast) immer Unterklassen von Varietäten
betrachtet, da Varv(K) ⊂ Var(K) gilt.

Hilfssatz 96 Die einzige Varietät von Verbänden, die nur vollständige Verbände enthält, ist
die Varietät aller einelementigen Verbände.

Beweis: Der Verband D2 gehört zu jeder Varietät von Verbänden, die nicht nur einelemen-
tige Verbände enthält. Es genügt also, in Var(D2) einen Verband zu konstruieren, der nicht
vollständig ist. Mit D2 gehört auch das Produkt V =

∏
ℝD2 = {(ai ∣ i ∈ ℝ) ∣ ai ∈ {0, 1}}

zu Var(D2). Die Menge S := {(ai ∣ i ∈ ℝ) ∣ ∃r ∈ ℝ : ai = 0 ⇐⇒ i < r} bildet einen
Unterverband von V, gehört also zu Var(D2). S ist jedoch kein vollständiger Verband, da
z. B. supS = (1 ∣ i ∈ ℝ) /∈ S.
Beim Beweis von Aussagen über Varietäten benutzt man häufig das HSP-Theorem:

HSP(K) = Var(K),

wobei K eine Klasse von Algebren ist (vgl. [7], Kap. V.1, Corollary 4). Um solche Bewei-
se auch für vollständige Verbände zu adaptieren, läge es nahe, Operatoren Sv und Hv zu
benutzen. Dabei sei Sv(K) die Klasse aller vollständigen Unterverbände der Elemente von
K und Hv(K) die Klasse aller Bilder vollständiger Homomorphismen von Elementen aus
K. Ein ähnlicher Operator für Produkte braucht nicht erklärt zu werden, da Produkte von
vollständigen Verbänden stets vollständig sind. Sv und Hv sind Hüllenoperatoren auf der
Klasse aller vollständigen Verbände. Außerdem ist HvSvP(K) abgeschlossen gegen Bilder
vollständiger Homomorphismen, gegen vollständige Unterverbände und Produkte. Ist K eine
Menge vollständiger Verbände, so gilt offensichtlich HvSvP(K) ⊆ Varv(K). Offen ist aber die
Frage: Gibt es in Varv(K) einen vollständigen Verband, der nicht zu HvSvP(K) gehört?
Ein weiteres Problem stellt die Modellierung in Kontexten dar. In doppelt fundierten Kontex-
ten entsprechen die Vollhomomorphismen den verträglichen Teilkontexten (vgl. [5], Satz 11).
In beliebigen Kontexten gilt dies allerdings nicht. Man kann jedoch Bindungspaare verwenden,
um Vollhomomorphismen mit Kontexten zu beschreiben. Dennoch sind viele hilfreiche Resul-
tate auf doppelt fundierte Begriffsverbände beschränkt. Wie in Kap. 6 könnte man versuchen,
nur die doppelt fundierten vollständigen Verbände einer Varietät zu untersuchen.

Hilfssatz 97 Die einzige Varietät von Verbänden, in der alle vollständigen Verbände doppelt
fundiert sind, ist die Varietät aller einelementigen Verbände.

Beweis: Analog zum Beweis von Hilfssatz 96 genügt es, in Var(D2) einen vollständigen
Verband zu konstruieren, der nicht doppelt fundiert ist. Mit D2 gehört auch das Produkt
V =

∏
ℝD2 = {(ai ∣ i ∈ ℝ) ∣ ai ∈ {0, 1}} zu Var(D2). Betrachtet wird die Menge

S := {(ai ∣ i ∈ ℝ) ∣ aj = 0⇒ ∀i ≤ j : ai = 0 und aj = 1⇒ ∀i ≥ j : ai = 1}.
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S ist offensichtlich eine Teilmenge von V. Außerdem gehören zu S sowohl sup ∅ = (0 ∣ i ∈ ℝ)
und inf ∅ = (1 ∣ i ∈ ℝ). Gemeint sind dabei stets Infimum und Supremum in V. Es ist

inf
t∈T

(ati ∣ i ∈ ℝ) = (inf
t∈T

ati ∣ i ∈ ℝ),

wobei T eine nichtleere Indexmenge sei. Ist inft∈T a
t
j = 0 an einer Stelle j, so existiert ein

s ∈ T mit asj = 0. Demnach gilt asi = 0 für alle i ≤ j und damit inft∈T a
t
i = 0. Ist inft∈T a

t
j = 1

an einer Stelle j, so gilt atj = 1 für alle t ∈ T. Demnach ist für alle i ≥ j : ati = 1 und
damit inft∈T a

t
i = 1. S ist also gegen beliebige Infima abgeschlossen. Dual folgert man die

Abgeschlossenheit gegen Suprema. S ist daher ein vollständiger Unterverband von V und
somit ebenfalls ein Element von Var(D2).
Annahme: S ist doppelt fundiert. Es seien x = (0 ∣ i ∈ ℝ) und y = (1 ∣ i ∈ ℝ). Es sei nun
s = (si ∣ i ∈ ℝ) ∈ S minimal bezüglich der Eigenschaften s ≤ y und s ≰ x. Erfüllt werden
diese Eigenschaften von allen Elementen von S außer von x selbst. Es existiert also ein Index
l ∈ ℝ mit sl = 1. Setzt man t = (ti ∣ i ∈ ℝ) mit ti = 1 für i > l und ti = 0 für i ≤ l, so gilt
t ∈ S, t ≤ y, t ≰ x und t < s im Widerspruch zur Minimalität von s. Die Annahme ist daher
falsch.

Das Beispiel im Beweis von Hilfssatz 96 zeigt, dass bereits SvP(K) vollständige Verbände
enthält, die nicht doppelt fundiert sind, auch wenn K selbst eine Menge doppelt fundierter
vollständiger Verbände ist. Insbesondere ist gezeigt, dass sich doppelte Fundiertheit nicht
auf vollständige Unterverbände vererbt. Doppelt fundierte vollständige Verbände können
vollständig subdirekt zerlegt werden in vollständig subdirekt irreduzible Faktoren. Folglich
sind besonders die vollständig subdirekt irreduziblen vollständigen Verbände einer Varietät
von Interesse und damit die Frage: Gibt es einen vollständig subdirekt irreduziblen, doppelt
fundierten vollständigen Verband in Var(K), der nicht subdirekt irreduzibel ist? Ist diese Frage
positiv zu beantworten, so hätte ein solcher Verband eine unendliche Grundmenge und damit
auch einen unendlich großen 1-erzeugten Kontext.

4. Gerüste als partielle Halbverbände mit Komponenten
In Abschn. 5.4 wurden in Anlehnung an [4] die Komponenten des Gerüstes eingeführt. In [4]
geschieht dies für Verbände endlicher Länge noch etwas allgemeiner.

Definition 98 Es sei K eine Klasse von ∨-Halbverbänden und S ein partieller ∨-Halbver-
band. Man nennt S einen partiellen K-Halbverband mit Komponenten Lt (t ∈ T ), wenn die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. ∀t ∈ T : Lt ∈ K;

2. S =
∪
t∈T Lt;

3. a ∨ b = c für a ∕= c ∕= b in S genau dann, wenn es ein t ∈ T und a, b ∈ Lt gibt mit
a ≤ c ≥ b ≥ b, c ∈ Lt und a ∨t b = c. ⋄

In [4], Theorem 6 wird dann gezeigt, dass das Gerüst eines Verbandes endlicher Länge für
geeignetes K stets ein partieller K-Halbverband mit Komponenten Lt (t ∈ T ) ist. Folglich
gilt dies auch für das Gerüst eines Kontextes. Die Komponenten entsprechen dabei wie in
Abschn. 5.4 den ∨-Halbverbänden

Lt = {(CII , CI) ∣ (C,CIt) ∈ B(Kt), CIt ∕= Mt}, (t ∈ T ).
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Da das Gerüst auch zu Kontexten von doppelt fundierten vollständigen Verbänden beliebi-
ger Länge konstruiert werden kann, liegt eine Verallgemeinerung von Definition 98 nahe. Die
ersten beiden Bedingungen lassen sich ohne Probleme auf vollständige Verbände übertragen.
Schwieriger ist die dritte Bedingung. In Verbänden endlicher Länge lassen sich beliebige Su-
prema immer durch Suprema über endliche Mengen ausdrücken und damit auf die Supremum-
Operation ∨ zurückführen. Dieser Vorteil entfällt nun und folglich müsste die dritte Bedingung
auch beliebige Suprema charakterisieren. [4], Theorem 6 beschreibt nicht nur Gerüste als par-
tielle K-Halbverbände, sondern charakterisiert sogar diejenigen partiellen K-Halbverbände, die
isomorph zum Gerüst eines Verbandes endlicher Länge sind. Eine Formulierung der dritten
Bedingung für vollständige Verbände sollte daher so gewählt werden, dass sich ein ähnlicher
Charakterisierungssatz formulieren lässt. Ebenfalls hilfreich wäre es, die Bedingung auf der
Ebene der Kontexte zu formulieren. Damit könnte Satz 83 nicht nur als Beschreibung von
Teilkontexten, sondern analog zu [4], Theorem 9 als Charakterisierung formuliert werden. Zu
einem Kontext K mit (nicht notwendigerweise verträglichen) Teilkontexten Kt (t ∈ T ) müsste
man angeben können, ob∪

t∈T
{(CII , CI) ∣ (C,CIt) ∈ B(Kt), CIt ∕= Mt}

die drei (neuen) Bedingungen erfüllt.

5. Konstruktion eines Kontextes zu einem gegeben Pfeilbild
Satz 93 besagt für Kontexte modularer, doppelt fundierter vollständiger Verbände, dass die
zugehörigen Begriffsverbände zu M3 gehören, wenn pro Zeile und Spalte höchstens zwei Dop-
pelpfeile stehen. Der Beweis nutzt Sätze über projektive Verbände. Aus begriffsanalytischer
Sicht wäre ein anderes Vorgehen naheliegender. Da doppelt fundierte vollständige Verbände in
vollständig subdirekt irreduzible Faktoren zerlegt werden können, haben die zugehörigen re-
duzierten Kontexte 1-erzeugte Teilkontexte mit der Überdeckungseigenschaft. Es genügt also
herauszufinden, welche 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Kontexte höchstens zwei Doppelpfei-
le pro Spalte und Zeile haben, und nachzuweisen, dass die zugehörigen Begriffsverbände zu M3

gehören oder aber nicht modular sind. Pfeilbilder dieser 1-erzeugten Kontexte sind entweder
Ketten oder Kreise der Form:

g1↗↙ m1↗↙ g2↗↙ m2↗↙, . . . ,↗↙ gn↗↙ mn↗↙, . . .
Endliche Ketten oder Kreise führen zu endlichen subdirekt irreduziblen Verbänden. In M3

sind das nur M3 und D2. Es müsste dann z. B. gezeigt werden, dass die Begriffsverbände
von endlichen 1-erzeugten Kontexten, deren Ketten mehr als drei Gegenstände beinhalten,
nicht zu M3 gehören. Dazu wäre es hilfreich, vom Pfeilbild auf den Kontext schließen zu
können, um einen Widerspruch z. B. zum modularen Gesetz zu finden. Also: Wie bestimmt
man alle Kontexte, deren Pfeilgraphen einen gegeben Pfeilgraphen enthalten bzw. mit diesem
übereinstimmen? Einige Resultate dazu findet man in [6], im Kapitel On context patterns
associated with concept lattices. Z. B. besagt Corollary 3 (ebd.), dass jeder beliebige Pfeilgraph
realisiert werden kann, d. h., es gibt einen Kontext, dessen Pfeilgraph diesen Graphen enthält.

Vermutung: In einem reduzierten Kontext K mit genau zwei Doppelpfeilen pro Zeile und
Spalte gilt g I̷̷ m ⇐⇒ g↗↙ m für g ∈ G und m ∈M.

Träfe die Vermutung zu, so ließe sich der Beweis von Satz 93 abkürzen. Der Begriffsverband
von einem reduzierten Kontext mit mehr als drei Gegenständen und mehr als drei Merkmalen
und genau zwei Pfeilen pro Zeile und Spalte wäre dann stets nicht modular.
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Hat man nämlich dann folgendes Pfeilbild:

. . .↗↙ ma↗↙ g1↗↙ mb↗↙ g2↗↙ mc↗↙ g3↗↙ md↗↙ g4↗↙ . . .

für Gegenstände g1, g2, g3, g4 ∈ G und Merkmale ma,mb,mc,md ∈ M, so bilden die Begriffe
g1∧g3, g1, g1∨g2, g3 und g1∨g2∨g3 einen Unterverband isomorph zu N5 (Pentagon)
im Widerspruch zur vorausgesetzten Modularität (vgl. [7], Kap. II.1, Theorem 2).

6. Übertragung von [4] in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse
In [4] wird ein Satz über Verbände mit Hilfe von Gerüsten bewiesen. Dabei werden je-
doch auch Sätze über Varietäten, projektive Verbände und erzeugte Unterverbände benutzt,
also verbandstheoretische Konzepte, die erst noch mit Begriffsanalyse beschrieben werden
müssen. Das Ergebnis einer Übertragung der beiden Hauptresultate (Theoreme 1 und 2) auf
vollständige Verbände kann jedoch vorweggenommen werden. Dazu wird folgende Definition
benötigt, deren erster Teil aus [4], Abschn. 1 übernommen ist.

Definition 99 Ein Verband L heiße von einer geordneten Menge P minimal erzeugt, wenn
L eine Teilmenge enthält, die zu P ordnungs-isomorph ist, und L von jeder zu P ordnungs-
isomorphen Teilmenge erzeugt wird.
Ein vollständiger Unterverband U eines vollständigen Verbandes V heiße von einer Teilmenge
P ⊆ V vollständig minimal erzeugt, wenn U der kleinste vollständige Unterverband von V
ist, der P enthält. ⋄

Satz 100 Es sei V ein modularer vollständiger Verband und U ein Unterverband von V, der
von einer vierelementigen ungeordneten Teilmenge von V vollständig minimal erzeugt wird.
Dann ist U isomorph zu einem der Verbände der Liste von [4], Theorem 1 oder zu einem
Verband, der entsteht, wenn man in einem Verband der Liste noch einen zusätzlichen oberen
Nachbarn des größten Elementes und/oder einen zusätzlichen unteren Nachbarn des kleinsten
Elementes einfügt. Die Liste aller solcher vollständigen Verbände hat also 68 Elemente.

Beweis: Es sei U ein vollständiger Unterverband und vollständig minimal erzeugt von einer
vierelementigen ungeordneten Teilmenge von V.Dann enthält U einen (zunächst nicht notwen-
digerweise vollständigen) Unterverband S ≤ U der von einer vierelementigen ungeordneten
Teilmenge als (nicht notwendigerweise vollständiger) Unterverband erzeugt wird. Nach [4],
Theorem 2 gibt es dann einen Unterverband T ≤ S der von einer vierelementigen Teilmenge
minimal erzeugt wird. Nach [4], Theorem 2 ist T isomorph zu einem der 17 in [4], Theo-
rem 1 angegebenen Verbände. Da T also endlicher Unterverband von U ist, ist T ∪ {1U , 0U}
ein vollständiger Unterverband von U der von einer vierelementigen ungeordneten Menge als
vollständiger Unterverband in V erzeugt wird. Da U vollständig minimal erzeugt ist, muss
folglich U = T ∪ {1U , 0U} sein.

Satz 101 Jeder modulare vollständige Verband V , der vier ungeordnete Elemente enthält,
enthält auch einen von einer vierelementigen, ungeordneten Menge vollständig minimal er-
zeugten Unterverband.

Beweis: V enthält einen von einer vierelementigen ungeordneten Menge erzeugten Unter-
verband U ≤ V . Auf diesen lässt sich [4], Theorem 2 anwenden und somit enthält V einen
Unterverband M ≤ V, der isomorph ist zu einem der in [4], Theorem 1 angegebenen Verbände.
Es ist dann M ∪ {1V , 0V } ein vollständig minimal erzeugter vollständiger Unterverband des
vollständigen Verbandes V .
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