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1 Einleitung

In der Formalen Begriffsanalyse werden vollstdndige Verbédnde durch formale Kontexte be-
schrieben. Um mit solchen Kontexten arbeiten zu koénnen, werden Konzepte wie Vollhomo-
morphismen, vollstédndige Kongruenzrelationen oder vollstdndige Unterverbénde fiir Kontexte
adaptiert. In dieser Arbeit wird das Geriist eines Verbandes, das von R. Wille 1976 in dessen
Arbeit Subdirekte Produkte vollstindiger Verbinde (s. [11]) vorgestellt wurde, begriffsana-
lytisch aufgearbeitet. Ausgehend von einem reduzierten Kontext K wird mit begriffsanalyti-
schen Mitteln (Bindungen und Teilkontexten) eine Teilmenge des zugehorigen Begriffsverban-
des ausgewihlt. Diese bildet einen relativen sup-Unterhalbverband von B (K) und wird das
Geriist des Verbandes genannt. Aus dieser Struktur kann der gesamte Begriffsverband kon-
struiert werden. Ahnlich wie mit Kontexten gewinnt man also eine Datenmenge, die (meist)
kleiner ist als die Datenmenge der zum Verband gehorigen Ordnungsrelation, ohne Informa-
tionen iiber den Verband zu verlieren.

Zur Konstruktion des Geriistes werden vollstéindig subdirekt irreduzible Faktoren eines Ver-
bandes verwendet. Das Geriist ist umso kleiner, je besser sich ein Verband zerlegen léisst.
Auf der Ebene der Kontexte geht es um die Zerlegbarkeit in bestimmte Teilkontexte. Aus
deren Begriffsverbénden wird das Geriist gebildet. Fiir modulare Verbdnde ergibt sich ein
besonderer Vorteil: Die Teilkontexte, die zur Konstruktion verwendet werden, sind disjunkt.
In Kap. 6 geht es um Verbénde in der Varietédt M3. Mit Hilfe von Bindungen kénnen bestimm-
te Teilkontexte von Kontexten zu Verbidnden in M3 beschrieben werden. Vorbild dafiir ist die
Arbeit Finite sublattices of four-generated modular lattices von B. Ganter, W. Poguntke und
R. Wille (s. [4]). In dem Artikel wird das Konzept des Geriistes zum Beweis einer Aussage
iiber Verbédnde benutzt. Diese Moglichkeit motiviert die Untersuchung von Geriisten auch in
der Begriffsanalyse. Im zweiten Teil von Kap. 6 wird eine begriffsanalytisch formulierte Be-
hauptung iiber die Varietdt M3 mit Hilfe verbandstheoretischer Aussagen bewiesen. Die dort
verwendeten Konzepte bieten Ansatzpunkte fiir weitere aussichtsreiche Ubersetzungen.

Da in der Arbeit bekannte Resultate in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse iibersetzt
werden, sind viele Sétze aus anderen Arbeiten zitiert. Im Folgenden wird kurz auf die zentralen
Ergebnisse dieser Arbeit hingewiesen.

In Kap. 3 geht es um Projektivitdt und um die Pfeilrelationen in Kontexten modularer,
doppelt fundierter vollstdndiger Verbéande. Die Idee der Pfeilrelationen stammt urspriinglich
aus der modularen Verbandstheorie. In Kap. 3 werden Zusammenhénge zwischen den Pfeilen
und Projektivitit rekonstruiert und einige (zu erwartende) Resultate gewonnen.

Fiir die Konstruktion des Geriistes aus dem Kontext spielen Bindungen eine zentrale Rolle.
In Kap. 4 wird deren Zusammenhang zu inf- und sup-Morphismen (vgl. [5]) beschrieben. Dies
wird im zweiten Teil des Kapitels durch die Charakterisierung von surjektiven und injektiven
Morphismen und von Vollisomorphismen ergénzt.

Das fiinfte Kapitel beinhaltet die Ubertragung des Geriistkonzeptes auf Begriffsverbénde bzw.
deren Kontexte. In den Definitionen 62, 66 und 72 werden das Geriist eines reduzierten Kon-
textes eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, subirreduzible Elemente und die Kompo-
nenten des Gertistes erklart. Die zentralen Ergebnisse sind die Sétze 59, 64 und 68, in denen die
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Konsistenz der Definitionen mit denen aus [11] bewiesen wird, Satz 71, der die Konstruktion
des Geriistes vereinfacht, sowie die Folgerungen in Abschn. 5.3. Die graphische Darstellung der
Gertiiste wird aus [11] {ibernommen und es wird eine Methode angegeben, wie die Diagramme
aus dem Kontext heraus konstruiert werden koénnen.

Die Hauptergebnisse in Kap. 6 sind eine Beschreibung bestimmter Teilkontexte in Kontexten
doppelt fundierter vollstindiger Verbénde der Varietit Ms (Satz 83) und eine Charakterisie-
rung aller bereinigten Kontexte solcher Verbénde (Satz 94).

1.1 Bezeichnungen

In dieser Arbeit spielen sowohl vollstéindige als auch nicht vollstéindige Verbénde eine Rol-
le. Um zwischen den verschiedenen Konzepten unterscheiden zu kénnen, wird das Attribut
vollstédndig nicht weggelassen. Es gibt also sowohl subdirekt irreduzible Verbénde als auch
vollstindig subdirekt irreduzible vollstdndige Verbéinde. Um die Analogie zur Verbandstheo-
rie zu verdeutlichen, erhalten die Konstruktionen zu vollstindigen Verbinden den Index
v. Es bezeichnet z. B. Con, V den Verband aller vollstindigen Kongruenzrelationen eines
vollstdndigen Verbandes V. An vielen Stellen in der Arbeit wird von Kontexten gesprochen.
Dabei sind immer formale Kontexte im Sinne der Formalen Begriffsanalyse gemeint.

In der gesamten Arbeit steht K stets fiir einen Kontext (G, M, I), ohne dass dies explizit durch
K := (G, M, I) angegeben wird. Ebenso bezeichnet K, immer einen Kontext (G, M,, I,;) fiir
einen beliebigen Index .

Die Funktionen v, : G, — B(K.), g — (g%, g*») und p, : My — B(K,), m > (mle mlele)
zu jedem Kontext werden ohne Index geschrieben. Welche der Funktionen gebraucht wird,
ergibt sich aus der Zugehorigkeit der Argumente zu den entsprechenden Gegenstands- bzw.
Merkmalsmengen.

In einem Kontext K heifit ein Gegenstand g reduzibel, falls eine Menge X C G existiert
mit X! = ¢/ und g ¢ X, also wenn der Gegenstandsbegriff vg sup-reduzibel ist. Analoges
gilt fiir Merkmale. Ein Element von K heiffit dementsprechend irreduzibel, wenn es weder ein
reduzibler Gegenstand noch ein reduzibles Merkmal ist.

Um beim Rechnen mit Bindungen und verschiedenen Teilkontexten deutlich zu machen, mit
welchem Operator (nach welcher Inzidenzrelation) man eine Menge ableitet, wird auf die
Kurzform des Ableitungsoperators ' generell verzichtet. Stattdessen wird der Name der Inzi-
denzrelation benutzt. Z. B. wird statt (A”, A") bei Ableitung in einem Kontext (H, N, J) hier
(A77, A7) geschrieben.

Die verwendete Komposition von Abbildungen o meint immer die Anwendung von « nach
B, in Rechnungen wird statt (a o 8)(z) vereinfachend afz geschrieben.

Bei der Bezeichnung von Verbénden wird auf die besondere Unterscheidung von Grundmenge
und Struktur verzichtet. Ist V' ein vollstandiger Verband, so bezeichnet V' sowohl die Grund-
menge als auch den Verband.

Die Bezeichnung des Geriistes eines vollsténdigen Verbandes V' wird in dieser Arbeit im Ge-
gensatz zu [11] von G(V') in &(V) geéndert, da G typischerweise die Gegenstandsmenge eines
Kontextes bezeichnet. Da das Geriist zu einem Kontext definiert wird, soll die Bezeichnung
G(G, M, I) vermieden werden. Das & steht fiir scaffolding, das englische Wort fiir Geriist, wie
es auch in [4] genannt wird.

Wird der Operator Var auf eine einelementige Menge z. B. {V'} angewendet, so wird Var(V')
statt Var({V'}) geschrieben.
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In diesem Kapitel werden einige Konzepte der Formalen Begriffsanalyse und einige Eigen-
schaften (vollsténdiger) Verbénde besprochen.

2.1 Doppelte Fundiertheit

In der Formalen Begriffsanalyse spielt die Eigenschaft der doppelten Fundiertheit eine wich-
tige Rolle. Der Versuch, bestimmte Eigenschaften und Ergebnisse aus der allgemeinen Ver-
bandstheorie auf vollsténdige Verbéande zu iibertragen, gelingt nicht immer. Zum Beispiel
ist der Kongruenzenverband ConV eines Verbandes V stets distributiv (vgl. [7], Kap. IL.3,
Theorem 11). Fiir den Verband aller vollstindigen Kongruenzen Con, V' eines vollstéindigen
Verbandes V gilt dies i. Allg. nicht. Vielmehr gibt es sogar zu jedem vollstéindigen Verband
A einen vollstédndigen Verband V, so dass Cony V' isomorph zu A ist (vgl. [8], Theorem 1).
Im Falle eines doppelt fundierten vollstindigen Verbandes V ist jedoch - analog zur allge-
meinen Verbandstheorie - die Distributivitét von Cony V stets gegeben (vgl. [5], Satz 12). Da
auch fiir diese Arbeit einige Resultate auf die Klasse der doppelt fundierten Begriffsverbénde
beschrénkt sind, wird diese Eigenschaft im Folgenden kurz vorgestellt (vgl. [5], Definition 26).

Definition 1 Ein Kontext K heifit doppelt fundiert, wenn es fiir jeden Gegenstand g € G
und jedes Merkmal m € M mit g ¥ m einen Gegenstand h € G und ein Merkmal n € M gibt
mit

g /nund m! Cn! sowie h, mund g’ C Al
Ein vollstdndiger Verband V' heifit doppelt fundiert, wenn es zu je zwei Elementen z,y € V
mit x < y Elemente s,t € V gibt mit:

e s ist minimal beziiglich s <y, s £ = sowie
e ¢ ist maximal beziiglich ¢t > z,t % y. ¢

Der néchste Satz zéhlt die Eigenschaften doppelt fundierter Verbénde und Kontexte auf, die
in dieser Arbeit benotigt werden. Die Resultate entstammen den Hilfssidtzen 12, 14 und 15,
den Sétzen 12 und 18 und Abb. 1.11 in [5].

Satz 2 Figenschaften doppelt fundierter Verbdinde und Kontexte:

1. Zu jedem Begriffsverband V eines doppelt fundierten Kontextes gibt es (bis auf Umbe-
zeichnung von Gegenstinden und Merkmalen) genau einen reduzierten Kontext K(V')
mit V = B(K(V)), ndmlich

K(V) := (J(V), M(V), <).
Dabei bezeichnet J(V') die Menge aller sup-irreduziblen und M (V') die Menge aller inf-
irreduziblen Elemente von V. Insbesondere ist in einem solchen Verband jeder Begriff

Supremum von Gegenstandsbegriffen irreduzibler Gegenstinde und Infimum von Merk-
malsbegriffen irreduzibler Merkmale.



8 2 Grundlagen

2. Jeder endliche Kontext ist doppelt fundiert.
3. Jeder lingenendliche Verband ist doppelt fundiert.

4. Ist B(K) doppelt fundiert, dann ist auch K doppelt fundiert. Ist ein vollstindiger Ver-
band V' nicht doppelt fundiert, dann ist auch der Kontext (V,V, <) nicht doppelt fundiert.

5. Ist B(K) doppelt fundiert, so ist Cony(B(K)) vollstindig distributiv.

6. Jeder doppelt fundierte vollstindige Verband besitzt eine vollstindig subdirekte Zerlegung
in vollstandig subdirekt irreduzible Faktoren.

Der Kontext K(V') heiit Standardkontext von V. Aus Satz 2.1. folgt: Ein doppelt fundierter Be-
griffsverband B(K) wird allein durch die irreduziblen Gegensténde und die irreduziblen Merk-
male (und die entsprechend eingeschrinkte Inzidenzrelation) eindeutig bestimmt. Die Menge
der Gegenstandsbegriffe irreduzibler Gegenstidnde J(28(K)) ist supremum-dicht in B(K) und
die Menge der Merkmalsbegriffe irreduzibler Merkmale M (28 (K)) ist infimum-dicht.

Zur Vererbung der Eigenschaft, doppelt fundiert zu sein, geben die beiden folgenden Hilfssétze
Auskunft. Hilfssatz 4 entspricht dabei Hilfssatz 44 in [5].

Hilfssatz 3 Jedes Produkt doppelt fundierter vollstindiger Verbinde ist ebenfalls doppelt fun-
diert.

Beweis: Es seien V; (i € I) doppelt fundierte vollstéindige Verbénde und V' = [],.; V;. Weiter
seien © = (z; | i € I) und y = (y; | ¢ € I) Elemente von V mit x < y. Dann existiert ein
J € Rmit z; < y; und es gibt ein minimales 5; € V; beziiglich der Eigenschaften 5; < y; und
5; £ xj. Setze s := (s; | i € I) mit s; =5 und s; = 0 fiir j # i. Dann ist s < y und s £ z, da
sitxiIstt=(t]i€l)<s,sogiltt; <5 und t; =0 fiir j # 7. Dann ist aber ¢ < z, da
aus t; < 5; sofort t; < x; folgt. Somit erfiillt s das Minimalitétskriterium. Dual konstruiert
man ein maximales Element t € V mit ¢t >z und t 2 y. m

Hilfssatz 4 Jeder Faoktorverband eines doppelt fundierten vollstindigen Verbandes ist doppelt
fundiert.

Ein dhnliches Ergebnis fiir vollstindige Unterverbénde gilt nicht (vgl. Kap. 7, Problem 3).

2.2 Teilkontexte und Teilrelationen

Fiir die Beschreibung von Faktor- und Unterverbdnden benutzt man bestimmte Teilkontexte
und Teilrelationen. In diesem Abschnitt werden kurz einige wichtige Resultate genannt.
Zuniichst werden vertréigliche und pfeilabgeschlossene Teilkontexte erkléirt (vgl. [5], Definitio-
nen 44, 45 und 46).

Definition 5 Ist K ein Kontext und sind H C G und N C M, so wird (H, N,I N (H x N))
ein Teilkontext von K genannt.

Ein Teilkontext L := (H, N,IN(H x N)) eines Kontextes K heifit vertriglich, wenn fiir jeden
Begriff (A4, B) € B(K) das Paar (AN H, BN N) ein Begriff von L ist.

Ein Teilkontext L := (H, N, IN(H x N)) eines bereinigten Kontextes K ist pfeilabgeschlossen,
falls gilt: aus h ,*m und h € H folgt m € N und aus g ,“ " nund n € N folgt g € H. ©
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Die Vereinigung und der Durchschnitt von pfeilabgeschlossenen Teilkontexten eines Kontextes
K sind wieder pfeilabgeschlossen - dies folgt aus der Definition. Also gibt es einen kleinsten
pfeilabgeschlossenen Teilkontext, der eine bestimmte vorgegebene Menge an Gegenstinden
und Merkmalen enthélt. Dies rechtfertigt nachfolgende Definition (vgl. [5], S. 137):

Definition 6 Ein Teilkontext L eines reduzierten Kontextes K heifit 1-erzeugt, falls es einen
Gegenstand g oder ein Merkmal m gibt, so dass L der kleinste pfeilabgeschlossene Kontext
ist, der g bzw. m enthélt, und man schreibt L := (g)g bzw. L := (m)k. ¢

Aus g/ m folgt (9)x = (m)k. In einem reduzierten Kontext ist jeder Gegenstand durch einen
Doppelpfeil mit einem Merkmal verbunden und umgekehrt (vgl. [5], Hilfssatz 13). Um alle
l-erzeugten Teilkontexte zu erhalten, kann man sich also auf Gegensténde oder auf Merkmale
als Erzeuger beschrénken.

Uber die Bedeutung vertriglicher Teilkontexte geben u. a. die drei folgenden Resultate (s. [5],
Hilfssédtze 34, 36 und 38) Auskunft.

Hilfssatz 7 Ein Teilkontext L := (H,N,I N (H x N)) von K ist genau dann vertrdglich,
wenn durch

Iy n(A,B) :=(ANH,BNN) fir alle (A, B) € B(K)

ein surjektiver Vollhomomorphismus I1g n : B(K) — B(L) definiert wird.

Hilfssatz 8 Jeder vertrigliche Teilkontext ist pfeilabgeschlossen. Bei einem doppelt fundier-
ten Kontext ist auch jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext vertraglich.

Hilfssatz 9 Jeder vertrigliche Teilkontext L := (H,N,I N (H x N)) eines bereinigten (bzw.
reduzierten, bzw. doppelt fundierten) Kontextes K ist bereinigt (bzw. reduziert, bzw. doppelt
fundiert). Die Pfeilrelationen vererben sich auf vertrigliche Teilkontexte, d. h., es gilt g /" m
in L genau dann, wenn g € H, m € N und g .,/ m in K gilt, und entsprechend fiir /.

Fiir vollstdndige Unterverbéinde hat man folgende Charakterisierung auf der Ebene der Kon-
texte (s. [5], Definition 50 und Satz 13).

Definition 10 Eine Relation J C I heifit abgeschlossene Relation des Kontextes K, wenn
jeder Begriff von (G, M, J) auch ein Begriff von K ist. ©

Satz 11 Ist J eine abgeschlossene Relation von K, so ist B(G, M, J) ein vollstindiger Un-
terverband von B(K). Umgekehrt ist fiir jeden vollstindigen Unterverband U wvon B(K) die
Relation

J:=J{AxB|(A,B) U}

abgeschlossen und es ist B(G, M, J) = U.

Mehr zur Bedeutung von Teilkontexten (insbesondere ihr Zusammenhang zu vollsténdigen
Kongruenzrelationen) und Teilrelationen kann in [5], Kap. 3.1 bis 3.3 nachgelesen werden.
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2.3 Modulare Verbande

In der Verbandstheorie spielt das modulare Gesetz eine wichtige Rolle. Im Gegensatz z. B. zur
Distributivitét gibt es bisher keine Verallgemeinerung fiir vollstéindige Verbénde. Wie man aus
Kontexten doppelt fundierter vollstdndiger Verbénde abliest, ob der zugehorige Begriffsver-
band modular ist, erklért Satz 13 (vgl. [5], Satz 42 und Abb. 6.1). Weitere Charakterisierungen
und Eigenschaften modularer Verbiande kénnen u. a. in [5], Kap. 6.2 nachgelesen werden.

Definition 12 Ein Verband V heifit halbmodular, wenn fiir beliebige z,y € V gilt:
TNy <y=—x<zVy.
Ein Verband V heifit modular, wenn er dem Gesetz
Ve,yzeViz>z=xAN(yVz)=(xAy)Vz

geniigt. Aquivalent dazu ist die Forderung, dass fiir alle z,y,z € V die folgende Gleichung
gilt:
xAyVz)=xzA((yA(xVz2)Vz).o

Satz 13 Fir einen doppelt fundierten Begriffsverband B (K) sind die folgenden Bedingungen
daquivalent:

1. B(K) ist modular.
2. B(K) ist halbmodular und dual halbmodular.
3. In K gelten die Austauschbedingungen:

{zeG|yr<vg} €A he (AU{gH und h ¢ A — ge (Au{n})!!,
{ye M |py>pm} C B, ne(BU{m}!! undn ¢ B — m e (BU{n})".
4. Aus g /" m, g/ n, hIm und h n folgt, dass ein Merkmal p existiert mit h £ p, glp
und m' Nn' Cp', und
aus g S m, h /' m, gIn und h ¥ n folgt, dass ein Gegenstand q existiert mit q I n,
pIm und ¢ Nh' C ¢.

Beweis: Nach [5], Abb. 6.1 sind die ersten beiden Bedingungen dquivalent. Nach [5], Satz 42
gilt 1. <= 3. <= 4. Die beiden Austauschbedingungen und die beiden Bedingungen in 4.
sind jeweils zueinander dual. m

Eine wichtige Struktureigenschaft modularer Verbiande zeigt der folgende Isomorphiesatz
(vgl. [7], Kap. IV.1, Theorem 2).

Satz 14 (Isomorphiesatz) Es sei V' ein modularer Verband und a,b € V. Die Abbildung
op:la,aV bl — [aNbb], x+—xAb
ist ein Isomorphismus zwischen den beiden Intervallen. Der dazu inverse Isomorphismus ist

Ve laNb b — [a,a Vb, y—yVa.
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Hilfssatz 16 gibt eine Eigenschaft der Pfeilrelationen in Kontexten modularer Verbénde an:
Jeder Pfeil ist ein Doppelpfeil (vgl. [5], S. 226). Dazu wird die Beschreibung der Pfeilrelationen
mittels der Elemente des Begriffsverbandes (vgl. [5], S. 28) benotigt:

Hilfssatz 15 Es gilt fir jeden Gegenstand g € G und jedes Merkmal m € M in einem
Kontext K :

g m = ygApum=(y9)« #vg und
g/ m = ygVum=(um)* £ pm.

Dabei ist
(79)« :=sup{b € B(K) | b <~vg} wund (um)*:=inf{b € B(K)|b > um}.

FEin Gegenstand g ist genau dann irreduzibel, wenn (vg)« # g ist. Ein Merkmal m ist genau
dann irreduzibel, wenn (pm)* # um gilt.

Hilfssatz 16 Ist K ein reduzierter Kontext eines modularen Begriffsverbandes, so folgt aus
g /*m oder g/ m stets g /' m fir beliebige g € G und m € M.

Beweis: Es sei g  m. Folglich gilt: vg A um = (vg)« # 7vg. Dem Isomorphiesatz zufolge
sind die Intervalle [yg A pum,~g] und [um, pm V vg| zueinander (Verbands-)isomorph. Die
Nachbarschaftsrelation von (yg). und g iibertrigt sich also auf pm und pm V vg. Da der
Kontext reduziert ist, ist um inf-irreduzibel. Es gibt also genau einen oberen Nachbarn und
man hat um # um Vv vyg = (wm)*, also g /" m. Dual folgert man die zweite Implikation. =

Folgerung 17 In einem reduzierten Kontext eines modularen Begriffsverbandes sind zwei
verschiedene 1-erzeugte pfeilabgeschlossene Teilkontexte stets disjunkt.

Beweis: Gibt es ein Element k£ € G U M, das in beiden Teilkontexten enthalten ist, so gibt
es im Kontext je eine Kette von Doppelpfeilen von k zu beiden Erzeugern der Teilkontexte.
Damit existiert eine Doppelpfeilkette zwischen den Erzeugern. Die Teilkontexte sind folglich
identisch. m



3 Projektive Intervalle

In diesem Kapitel wird das aus der allgemeinen Verbandstheorie bekannte Konzept der Projek-
tivitdt vorgestellt. Insbesondere zur Untersuchung modularer Verbénde ist dies wichtig: Nach
dem Isomorphiesatz sind zwei zueinander projektive Intervalle in einem modularen Verband
(als Unterverbénde) zueinander isomorph. Projektive Intervalle in modularen Verbénden sind
auch der Ursprung der Pfeilrelationen in der Formalen Begriffsanalyse. Die hier vorgestellten
Ergebnisse sind also eine Rekonstruktion des Ursprungs der Pfeilrelationen in Kontexten.

3.1 Projektive Intervalle in Begriffsverbdnden

Definition 18 Es sei V' ein Verband und es seien [a,b] und [c, d] Intervalle von V. Gilt
aVd=b und aAd=c,

so heift [a, b] abwdrts perspektiv zu [c,d] und [c,d] aufwdrts perspektiv zu [a,b]. Man schreibt
[a,b] N\ [¢,d] bzw. [c,d] / [a,b].

Die Intervalle [a,b] und [c,d] heiflen perspektiv und man schreibt [a,b] ~ [c,d], wenn [a, b]
aufwérts oder abwérts perspektiv zu [c, d] ist.

[a,b] und [c, d] heiflen projektiv und man schreibt [a,b] = [c, d], wenn es eine natiirliche Zahl
n und Intervalle [a;, b;], i = 1,...,n gibt mit a = a;,b = by,¢c = an,d = b, und [a;, b;] ~
[ai+1, bi+1] fir 1 = 1, NN (A 1.

Ein Intervall [a,b] heiit Primintervall, falls a unterer Nachbar von b ist, also [a,b] = {a, b}
mit a # b gilt. ©

Projektivitét ist damit eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Intervalle eines Verbandes.
Die zum Intervall [a, b] gehdrige Aquivalenzklasse wird mit [[a,b]] . bezeichnet. Das folgende
Ergebnis ist eine Charakterisierung der Primintervalle in Begriffsverbénden.

Hilfssatz 19 Ist K ein Kontext, g ein irreduzibler Gegenstand und m ein irreduzibles Merk-
mal, so gilt:
9/ m = [(v9)s,vg] A/ [pm, (pm)7].

Beweis: Da g und m irreduzibel sind, hat man vg # (vg)« und um # (um)*. Die Bedingungen
fiir g »* m (Hilfssatz 15) und die Bedingungen fiir Perspektivitét aufwérts (Definition 18) sind
damit identisch. m

Hilfssatz 20 Es sei K ein Kontext und [(Q,Q"), (P, P1)] ein Intervall von B(K) mit min-
destens zwei Elementen. Genau dann ist [(Q,Q1), (P, P!)] ein Primintervall, wenn gilt:

Vg € P\Q: (P, P') =(Q,Q") Vg
Aquivalent dazu ist die Bedingung:

vm e QI \ P (Q,Q") = (P, P') A um.
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Beweis: Es sei zuerst [(Q, QT), (P, PT)] ein Primintervall und ¢ € P\ Q. Dann ist vg < (P, P!),

v9 £ (@Q, Q") und damit
(@Q,Q") < (Q,Q" vyg < (PP

Da [(Q,Q"), (P, P!)] Primintervall ist, folgt die behauptete Identit:it. Umgekehrt gelte nun
obige Bedingung und es sei (4, A') € [(Q,Q"), (P, P')] mit A D Q. Folglich existiert ein
g€ A\QC P\ Q und es ist

(Av AI) > (QaQI) Vg = (P> Pl)a
woraus sofort (A, A’) = (P, P') folgt. Die zweite Bedingung ergibt sich dual. m

Sprechweise: Es sei K ein Kontext, L := (H, N, J) ein Teilkontext von K und [(4, A?), (B, BY)]
ein Intervall von B(K) mit mindestens zwei Elementen. Das Intervall wird von L aufgehoben,
falls AN H = BN H. Andernfalls wird das Intervall von IL getrennt.

Bemerkung 21 Sind A und B Umfinge von K und ist L ein vertriglicher Teilkontext von
K, soist AN N = Bl N N eine dquivalente Bedingung zu AN H = BN H.

Hilfssatz 22 FEs sei K ein Kontext, L := (H, N, J) ein Teilkontext von K und g € G irre-
duzibel. Das Primintervall [(vg)«,vg] wird genau dann von L getrennt, wenn g € H ist. Ein
beliebiges, nichtleeres Intervall [(A, A1), (B, B")] von B(K) wird von L genau dann getrennt,
wenn (B\ A)NH # 0 gilt.

Beweis: Es sei (vg)x = (C, D) und damit g ¢ C. Ist g € H, so wird [(7g)«, 79| von L getrennt,
denn es ist g € ¢! N H und g ¢ C N H. Ist nun umgekehrt C N H C ¢'! N H, so existiert
ein Gegenstand h € (¢/! N H) \ C. Nach Hilfssatz 20 gilt dann vg = (vg)« V vh. Da g aber
irreduzibel ist, folgt vg = vh und damit g = h € H.

Die zweite Aussage ist trivial, da ANH = BN H genau dann gilt, wenn B\ A keine Elemente
aus H enthélt. m

Bemerkung 23 Ist L := (H, N, J) ein vertriglicher Teilkontext von K, so wird das Intervall
[(A, A7), (B, B")] genau dann von L getrennt, wenn (A’ \ BY) N N # ) gilt. Dies folgt sofort
aus Bemerkung 21.

Vertrégliche Teilkontexte entsprechen zumindest bei reduzierten Kontexten doppelt fundierter
vollsténdiger Verbénde eineindeutig den vollstdndigen Kongruenzen. Eine Kongruenz © hebt
in einem solchen Fall genau dann ein Intervall [(A, AT), (B, BY)] auf (d. h. (A, A)O(B, BY)),
wenn der zugehorige vertriagliche Teilkontext es aufhebt. Zusammenhénge zwischen Kongru-
enzen und Projektivitit findet man z. B. in [7], Kap. IIL.1.

Hilfssatz 24 Es sei K ein Kontext und L := (H,N,J) ein vertriglicher Teilkontext von
K. Ist [(A, A1), (B, B")] ein Intervall von B(K), so trennt I entweder alle oder keines der
Intervalle in der Aquivalenzklasse [[(A, A"), (B, B)]] .
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir zwei perspektive Intervalle gilt, dass entweder keines
oder beide getrennt werden. Da Projektivitdt den transitiven Abschluss von Perspektivitéit
bildet, folgt daraus dann die Behauptung. Es werde [(A, A7), (B, BY)] von L getrennt. Zuerst
sei [(A, A, (B,B)] ~ [(C,CT), (D, D")]. Nach Hilfssatz 22 gibt es einen Gegenstand g €
(B\ A) N H. Da nach Voraussetzung (B, BY) A (C,C!) = (A, AT), also BN C = A gilt, hat
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man g ¢ C. Andererseits ist aber (D, D!) = (B, B!) v (C,C), also D O B U C und damit
g € D. Wiederum nach Hilfssatz 22 trennt L nun auch [(C,CT), (D, D')].

Es sei nun [(A, AT), (B, BD)] \, [(C,CT), (D, DT)]. Nach Bemerkung 23 kann der Beweis mit
Hilfe der Merkmale analog gefithrt werden. =

3.2 Primintervalle modularer Begriffsverbinde

Mit Hilfe der Bedingungen von Hilfssatz 20 kann im modularen Fall fiir jede Aquivalenzklasse
projektiver Primintervalle aus dem reduzierten Kontext heraus ein Reprisentant angegeben
werden.

Satz 25 Es sei K ein Kontext eines modularen Begriffsverbandes und [(Q, QY), (P, P1)] ein
Primintervall von B(K). Fir jeden irreduziblen Gegenstand g € P\ Q bzw. jedes irreduzible
Merkmal m € QT \ P! gilt:

[(Q.Q1), (P, P \¢ [(9)wvg] baw. [(Q,Q"),(P,PN)]  [um, (um)].

Beweis: Aus Hilfssatz 20 folgt unmittelbar

[(Q.Q". (P.P)] i [(Q,Q7) Avg,vgl.

Nach dem Isomorphiesatz ist [(Q, Q') Avg,vg] daher ebenfalls ein Primintervall. Da g irreduzi-
bel ist, gibt es aber nur genau einen unteren Nachbarn von vg. Somit ist (Q, Q1) Avg = (79)«.
Die Aussage iiber die Merkmale folgt dual. =

In modularen Verbénden sind Primintervalle nur zu anderen Primintervallen projektiv (Iso-
morphiesatz). Folglich ist Projektivitéit auch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Prim-
intervalle. Da diese im Weiteren eine wesentliche Rolle spielen werden, wird folgende Bezeich-
nung eingefiihrt: PI(V') bezeichne die Menge aller Primintervalle eines modularen Verbandes
V. Entsprechend bezeichne PI(V')/a die Menge aller Aquivalenzklassen projektiver Primin-
tervalle.

Hilfssatz 26 FEs sei K ein reduzierter Kontext eines modularen Begriffsverbandes und es
seien g,h € G. Genau dann sind [(vg)«,vg] und [(Yh)«, Yh] zueinander projektiv, wenn g und
h im Kontext durch eine endliche Folge von Doppelpfeilen verbunden sind. Entsprechendes
gilt fiir Merkmale.

Bewets: Vor dem eigentlichen Beweis werden zunichst einige Ketten perspektiver Intervalle
betrachtet.

Beobachtung 1: Fiir drei beliebige Intervalle [az, by], t = 1,2,3 von B(K) gilt:

[a1,b1] 7 [ag, bo] und [ag, bo] 7 [a3,b3] == [a1,b1] 7 [as, bs].

Es ist ndmlich bg = by Vag = (bl\/ag)\/ag =biVagund a; = b1 Aag = bl/\(bg/\ag) = by Aas.
Analog erhilt man die entsprechende Implikation fiir abwirts perspektive Intervalle.

Beobachtung 2: Es sei in B(K) die Situation

[q1, p1] 7 [a2, p2] ¢ [a3, p3]
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gegeben und alle drei Intervalle seien Primintervalle. Da K reduziert ist, sind alle Gegensténde
und Merkmale irreduzibel. Nach Satz 25 existiert ein Merkmal m mit [q2, pa] 7 [um, (um)*],
was [um, (um)*] \, [q2,p2] entspricht. Mittels der ersten Beobachtung kann die gegebene
Kette ersetzt werden durch

[q1, p1] 7 [wm, (pm)*] N\ [as, ps)-

Dual existiert ein Gegenstand g € GG, so dass die Kette

[a1, p1) N\« [q2,p2)  [q3,p3]  durch
[q1, p1] N\ [(v9),v9] " a3, ps3]

ersetzt werden kann.

Zum Beweis des Hilfssatzes: Es sei zuerst |
natiirliche Zahl k und Primintervalle [qq, p;],
bilden:

(79)«,7v9] = [(7h)«,vh]. Folglich existieren eine
=1,...,k, die eine Kette perspektiver Intervalle

[(v9)>vgl = [a1,p1] ~ [a2,p2] ~ ... ~ [q, pr] = [(Vh)s, VA].

Nach Beobachtung 1 kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass die Perspektivitéiten alternie-
rend aufwirts und abwérts sind. Auflerdem kann man annehmen, dass die erste Perspektivitit
aufwérts ist - gegebenenfalls fiigt man [(7g)«,vg] vorn an der Kette an. Analog hat man Per-
spektivitdt abwérts am Ende der Kette und damit folgende Situation: Es gibt eine natiirliche
Zahl k und Primintervalle [q¢, p¢], t = 1,..., k, mit

[(79)%,7v9] = [a1, p1] A a2, 02] N\ a3, 03] 7 - N\ [k, br] = [(vh)«, VR

Der zweiten Beobachtung zufolge gibt es nun irreduzible Gegenstdnde gy und Merkmale m;
(entsprechend den Intervallen [q¢, p¢] indiziert), so dass folgende Kette entsteht:

[(Y9)x> 79 A [ma, (wma2)*] N [(vg3) % vg3) 7 - 7 lmg—1, (pmg—1)] N [(YR), vh].

Mit Hilfssatz 19 hat man im Kontext eine Kette von k—1 Doppelpfeilen zwischen g und h. Die
Umkehrung folgt ebenfalls aus Hilfssatz 19: Da in einer Kette von Doppelpfeilen Gegenstéande
und Merkmale alternierend auftreten, erhélt man eine endliche Kette perspektiver Intervalle.
Die Aussagen fiir Merkmale folgen dual. m

Satz 27 ist eine begriffsanalytische Entsprechung zu Theorem 8 aus [1], Abschn. X.4. Die
Klasse der Verbédnde, auf die der Satz zutrifft, wird von der Klasse aller modularen Verbénde
endlicher Léange auf die aller modularen vollstdndigen Verbinde, die einen doppelt fundierten
Kontext haben, ausgeweitet. Insbesondere gilt der Satz also fiir alle modularen, doppelt fun-
dierten vollstindigen Verbiande. Zudem verzichtet der Beweis auf die Theorie der Bewertungen
(valuations) auf modularen Verbénden und stiitzt sich nur auf begriffsanalytische Argumente
und den Isomorphiesatz.

Satz 27 FEs sei K ein doppelt fundierter, reduzierter Kontext eines modularen Begriffsver-
bandes. Die pfeilabgeschlossenen Teilkontexte von K entsprechen eineindeutig den Mengen
von Aquivalenzklassen projektiver Primintervalle von B(K). Dabei werden jedem pfeilabge-
schlossenen Teilkontext . genau die Aquivalenzklassen projektiver Primintervalle zugeordnet,
deren Elemente von L getrennt werden. Die Zuordnungsabbildung ist ein Vollisomorphismus
zwischen dem Verband der pfeilabgeschlossenen Teilkontexte und dem Potenzmengenverband
von PI(B(K))/~ .
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Beweis: Nach Satz 25 hat jede Aquivalenzklasse projektiver Primintervalle einen Repriisentan-
ten der Form [(7g)«, vg] mit g € G. Eine Teilmenge R C G heifle projektiv abgeschlossen, wenn
aus ¢ € R und [(v9)«,7vg] = [(7h)«,vh] auch h € R folgt. Damit entspricht jede Teilmenge
von PI(B(K))/~ eineindeutig einer projektiv abgeschlossenen Teilmenge von G. Fiir solche
Teilmengen R C G ist durch

pR:= (R, Ngr, J<pR)

eine Abbildung erklért, deren Bilder Teilkontexte von K sind. Dabei ist
Nor:={n €M | 3r e R: [(y)eyr] ~ [um, (un)]}

und Jyg := I N (R X NyRr).
Behauptung: @R ist pfeilabgeschlossen.

Es sei g ,* m. Nach Hilfssatz 19 ist [(v9)«,vg] = [wm, (um)*]. Ist nun g € R, so folgt nach
Definition von N,g sofort m € Nyg. Ist andererseits m € Nyg, so existiert ein r € R, so
dass [(y7)«, yr] = [um, (um)*] gilt. Aus der Transitivitidt der Projektivitét folgt [(y7)«, yr] =
[(79)«,v9] und, da R projektiv abgeschlossen ist, folgt aus r € R sofort g € R.

Umgekehrt kann nun jedem pfeilabgeschlossenen Teilkontext eine projektiv abgeschlossene
Teilmenge von G durch ¢(H, N, J) := H, zugeordnet werden. Dabei sei

Hy :={g € G|3heH:[(vh)«vh] = [(9),v9]}-
Behauptung: Ist R C G projektiv abgeschlossen, so ist ¥)(pR) = R.

P(pR) = (R, Nor, Jor) = Ry = {g € G| Ir € R [(yr)s,77] = [(vg)«, 191} = R.

Die letzte Identitéit folgt dabei aus der projektiven Abgeschlossenheit von R.
Behauptung: Ist L := (H, N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext von K| so ist p(¢L) = L.

Nach Hilfssatz 8 sind L und ¢(¢)L) vertriglich und nach Hilfssatz 9 vererben sich die Re-
duziertheit und die Pfeilrelationen auf I und ¢(¢)L). Zuerst wird Hy, = H gezeigt. Da die
Projektivitét reflexiv ist, gilt Hy 2 H. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei g € Hy. Es
gibt demnach einen Gegenstand h € H, so dass [(Yh)«, 7h] = [(79)«,vg] gilt. Nach Hilfssatz 26
sind g und h durch eine Folge von Doppelpfeilen im Kontext miteinander verbunden. Aus der
Pfeilabgeschlossenheit von IL folgt g € H; insgesamt also H, = H.

Nun zu N = Nyp, : Es sei zuerst n € N. Da n in L irreduzibel ist, existiert nach [5],
Hilfssatz 13 ein Gegenstand h € H mit h  n, also h ,/* n. Nach Hilfssatz 19 gilt [(vh)«, vh]| =~
[, (un)*] und wegen H = Hy, ist h € Hy. Damit folgt n € Nyp,,, also N C Nyp,,. Es sei
nun umgekehrt n € Nyp,. Per Definition existiert ein r € Hy mit [(y7)«, y7] = [un, (un)*].
Nach Satz 25 existiert ferner ein g € G mit [un, (un)*] N\, [(79)«, v9]. Aus Hilfssatz 19 folgt
g/ n. AuBerdem hat man [(yr).,v7] = [(79)«, 79]. Nach Hilfssatz 26 sind r und g durch eine
Kette von Doppelpfeilen verbunden und damit auch r und n. Wegen r € Hy, = H folgt aus
der Pfeilabgeschlossenheit von L nun n € N. Insgesamt ist damit N = N,p,, gezeigt. Ohne
Weiteres folgt auch J = Jyp, und damit L = ¢(yL).

Die Abbildungen ¢ und % sind also bijektiv und zueinander invers. Auflerdem ist die Gegen-
standsmenge eines pfeilabgeschlossenen Teilkontextes stets projektiv abgeschlossen (wegen
Hy=H).L:=(H,N,J) wird also von v die Menge H zugeordnet und damit die Menge al-
ler Aquivalenzklassen von Primintervallen der Form [(vh)., vh] mit h € H. Nach Hilfssatz 22
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sind das gerade die von L getrennten Primintervalle und nach Hilfssatz 24 trennt IL alle In-
tervalle der zugehorigen Aquivalenzklassen. Da ¢(H, N, J) = H gilt, bewahrt und reflektiert
1 beliebige Durchschnitte und Vereinigungen. Folglich sind % und ¢ Vollisomorphismen. =

Folgerung 28 Ist K ein reduzierter, doppelt fundierter Kontext eines modularen Begriffsver-
bandes, so trennt ein 1-erzeugter Teilkontext nur die Intervalle einer einzigen Klasse projek-
tiver Primintervalle.

Beweis: Nach Folgerung 17 sind die 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Teilkontexte disjunkt.
AuBerdem ist jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext das Supremum aller 1-erzeugten Teilkon-
texte, die er enthélt. Im Verband aller pfeilabgeschlossenen Teilkontexte sind die 1-erzeugten
daher genau die sup-irreduziblen Elemente. Im Potenzmengenverband von PI(28(K))/~ sind
die sup-irreduziblen Elemente genau die einelementigen Teilmengen. Nach Satz 27 wird also
jedem 1-erzeugten Teilkontext L nur genau eine Aquivalenzklasse projektiver Primintervalle
zugeordnet und L trennt alle diese Intervalle und nur diese. =

Folgerung 29 In einem modularen Begriffsverband eines reduzierten, doppelt fundierten, 1-
erzeugten Kontextes K sind alle Primintervalle zueinander projektiv.

Beweis: Es gibt nur zwei pfeilabgeschlossene Teilkontexte von K, ndmlich den leeren Kontext
und K selbst. Da die Zuordnungsabbildung aus Satz 27 surjektiv ist, gibt es auch nur zwei
Elemente im Potenzmengenverband der Menge aller Aquivalenzklassen projektiver Intervalle.
Folglich gibt es nur eine solche Klasse. =



4 Bindungen und Morphismen

In diesem Kapitel werden Bindungen zwischen Kontexten eingefiihrt. Mit diesen werden Voll-
homomorphismen und sup- und inf-Morphismen zwischen zwei vollstdndigen Verbénden be-
schrieben (vgl. [5], Kap. 7.2). Danach werden die Ordnung solcher Morphismen sowie die
Eigenschaften Surjektivitdt und Injektivitdt mit Hilfe von Bindungen charakterisiert. Zwi-
schen doppelt fundierten vollstdndigen Verbiénden kénnen damit auch Vollisomorphismen
beschrieben werden.

4.1 Beschreibung von Morphismen mittels Bindungen

Definition 30 Es seien V,W vollstindige Verbdnde. Eine Abbildung « : V' — W heifit
sup-Morphismus bzw. inf-Morphismus, wenn fiir jede Teilmenge A C V gilt:

asup A =supafA] bzw. «ainf A = inf a[A].
a ist Vollhomomorphismus, wenn « sowohl sup- als auch inf-Morphismus ist. ¢

Definition 31 Es seien K und K; Kontexte. Eine Bindung von Ky zu K, ist eine Relation
Ry C G x M, fur die gilt:

e fiir jeden Gegenstand g € Gy ist gf** ein Begriffsinhalt von K; und

o fiir jedes Merkmal m € M; ist mft ein Begriffsumfang von K. ¢

Das Tripel (Gs, My, Rst) bildet selbst einen Kontext. In diesem Zusammenhang entspricht der
Operator ©st dem iiblichen Ableitungsoperator. Das Rechnen mit diesem Operator vereinfacht
der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz 32 Ist R eine Bindung von Ky zu K; und ist A C G5 bzw. B C My, so gelten
A[s[sRst — ARst und BIt[tRst — BRst.

Beweis: Zunichst ist Alsls O A und damit Afslsfst C ABst. Zum Beweis der umgekehrten
Inklusion sei m € At beliebig gewihlt. Man hat dann A C m®st und, da m®st ein Umfang
von K ist, folglich auch A’s!s C mfst. Hieraus folgt nun Afslsfst O mfstfse 5 fm] und man
hat Alslsfst O ARst Die zweite Gleichung ergibt sich analog. m

Der néchste Satz zeigt den Zusammenhang zwischen Bindungen und sup- bzw. inf-Morphis-
men (vgl. [5], Korollar 112 und Satz 53).

Satz 33 Zu jeder Bindung R C G4 X M; zwischen zwei Kontexten Ky und Ky wird durch

SOR(Aa B) = (ARItv AR)
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ein sup-Morphismums g : B(Ks) — B(K;) definiert und durch
Vr(A, B) := (B", B")

ein inf-Morphismus g : B(K;) — B(Ks).
Umgekehrt entsteht aus jedem sup-Morphismus ¢ : B(K,) — B(K;) eine Bindung R,
vermoge

Ry :={(g,m) € Gs x My [ pvg < pm}

und aus jedem inf-Morphismus 1 : B(K;) — B(Ks) eine Bindung
RY :={(g9,m) € Gy x My | vg < thum}.

Fiir gegebene Kontexte Ks und K¢ hat man: or, = ¢, Ype = ¥, Ry = R und RYR = R.
Auferdem gilt R, = RY genau dann, wenn v zu ¢ residual ist.

Die sup-Morphismen von B(K;) nach B(K;) entsprechen also eineindeutig den Bindungen
von Ky zu K;. Die inf-Morphismen von 8B(K;) nach B(K;) entsprechen eineindeutig den
Bindungen von K; zu K.

Da Bindungen ebenso aus einer Relation zwischen Gegenstdnden und Merkmalen bestehen
wie Kontexte, liegt es nahe, diese ebenfalls in einer Kreuztabelle zu veranschaulichen. In ein
2 x 2-Feld tragt man oben links K und unten rechts K; ein. In das Feld oben rechts kann
dann eine Bindung von K, zu K; eingetragen werden und in das vierte Feld eine Bindung von
Kt zu KS.

Abb. 4.1 zeigt exemplarisch zwei Kontexte: Kg mit Gs = {1,2,3} und M = {a,b,c} und K;
mit Gy = {1',2/,3'} und M; = {w,z,y, 2z} sowie eine Bindung R C G5 x M;. Daneben sind
die zugehorigen Verbdnde eingezeichnet. Durch Pfeile angegeben sind der von der Bindung
R bestimmte sup-Morphismus ¢r : B(K,;) — B(K;) und der ebenfalls von R bestimmte
inf-Morphismus ¥ : B(K;) — B(K). Eingezeichnet sind dabei nur solche Pfeile, die bei
einem minimalen Element einer Aquivalenzklasse des Kerns der entsprechenden Abbildung
beginnen (fiir genauere Beschreibungen solcher Bilder s. Abschn. 5.6).

a b clw = y =z
1 | x X X
2 X X
3 X
1 X X
2! X X
3 X X

Abb. 4.1: Eine Bindung zwischen zwei Kontexten (s.o.)
Um auch die Komposition von Morphismen zu beschreiben, wird noch das Produkt von
Bindungen benétigt.

Definition 34 Es seien K,, K; und K; Kontexte, J,s eine Bindung von K, zu K; und Jg
eine Bindung von Ky zu K;. Dann heif3t

Jrs 0 Jgt :={(g,m) € G x My | gJ”IS - mJSt}

das Bindungsprodukt von J,s und Jg. ¢
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Hilfssatz 35 FEs seien K, K, Ky, Jrs und Js wie in Definition 34. Es gelten die folgenden
Aussagen:
1. Fiir g € G, und m € My ist

JrsIs JstIers

m e ghrlelot = st O glrels = gl Dol = gem

2. Fir A C G, gilt AlrsoTst = AdrslsJst,

3. Fir B C M, gilt B/rs°/st = BJstlsJrs

4. Jps 0 Jg ist eine Bindung von K, zu K;.

5. Fiir eine beliebige Bindung Jpy von K, zu K; gilt

Jit C Jps0Jg == Vg€ G, : g/t C glrslsta

— Vm e M, : m’t C mJsthsIrs

Beweis: Zu 1.: Fasst man die Bindungen wie auf S. 18 beschrieben als Kontexte auf, so erhélt
man alle drei Aquivalenzen aus den Eigenschaften des Ableitungsoperators in Kontexten. Bei
der mittleren Aquivalenz wird zusitzlich benutzt, dass ¢’ ein Inhalt von K ist und daher
g7rstsls = g7rs gilt. Ebenso ist m”’st ein Umfang von K, und daher gilt m7/stlsls = m7Jst,

Zu 2.: Fir A C GG, hat man mit 1.:

ATrsost — I e My | Vg € A: (g,m) € Jps 0 Jot}

={me M |Vge A: gl Cml}

={me M |VgeA:me g/}
— AJT‘SISJS-[;'

Analog erhilt man 3.

Zu 4.: Wegen 2. ist g/rs°7st = gJrslsJst oin Begriffsinhalt von K; und wegen 3. ist m
m7stlsrs ein Begriffsumfang von K.

5. folgt nun direkt aus 2. und 3.: J,; C Jps 0 Jg <= Vg € G, : g'rt C glrsoTst = gJrsls st
Analog zeigt man die Behauptung fiir Merkmale. =

Jrsodst —

Die Ubereinstimmung von Bindungsprodukt und Hintereinanderausfithrung von inf-Morphis-
men zeigt [5], Hilfssatz 113. Da bei der Geriistkonstruktion in Kap. 5 sup-Morphismen ver-
kniipft werden, wird hier in Satz 36 die entsprechende Version fiir sup-Morphismen bewiesen
(dual zum Beweis in [5]).

Satz 36 Es seien K., K, K¢, J.s und Js wie in Definition 3. Fir die zugehdrigen sup-
Morphismen gilt:
(IDJTSOJst = (IDJst o (ers'

Beweis: Es ist
RSOJStOSDJTS = {(g7m) € Gr X Mt | (sztsersryg S /’l’m}7

wobei wegen Hilfssatz 32

I 1y IT)

01,79 = P59, g Inlrdrsls | glrlrJrs)

= (g .9 = (g7%, g7r)
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und

ngst(gJTSIs’ngs) — (gJ'rsIsttIt,g

ist. Folglich ist (g,m) € Ry, op,,, = mE glrslsdst —= (g,m) € Jys0Jy. ®

J’V‘SISJSt)

Ein Vollhomomorphismus ist eine Abbildung zwischen Verbanden, die gleichzeitig sup- und
inf-Morphismus ist. Nach Satz 33 entspricht einem Vollhomomorphismus daher ein Paar von
Bindungen. Genauer beschreibt dies der néchste Satz (vgl. [5], Korollar 114).

Satz 37 FEs seien Ky und Ky Kontexte. Zu jedem Vollhomomorphismus ¢ : B(Ky) — B(Ky)
wird durch
R:=R,={(g,m) € Gs x My | oyg < pm}

eine Bindung von Ky zu Ky und durch
S:=R? ={(g9,m) € Gy x My | vg < pum}
eine Bindung von K; zu Ky erkldrt und es gilt
ARl = BS  ynd BS't = AR

fir alle (A, B) € B(Ky).

Sind umgekehrt R C G x M und S C Gy x My Bindungen, die diese Bedingungen erfiillen,
dann ist durch (A, B) := (B®, A) ein Vollhomomorphismus von B(Ks) nach B(K;) defi-
niert.

Beweis: Aus Satz 33 kann man die Bindungen R und S, die zu ¢ gehoren, direkt ablesen.
Man erhélt fiir (4, B) € B(K)

(ARItv AR) = @(Aa B) = (st BSIt)
und damit direkt die beiden Gleichungen. Umgekehrt ist nach Satz 33 einerseits ¢ wegen

©(A,B) = (B% A) = (ARl AR) ein sup-Morphismus, andererseits wegen (A, B) :=
(B, ARy = (B, BS!*) ein inf-Morphismus. m

Bemerkung 38 Die beiden Gleichungen A%t = BS und BS"* = A sind #quivalent. Es
folgt namlich aus A%t = BS auch A®t = BSIt und, da A® ein Inhalt von K ist, folgt auch
AR = AR — BSI: Die umgekehrte Aussage folgt analog.

Beim Rechnen mit Produkten solcher Bindungspaare, die zu Vollhomomorphismen gehoren,
ist der nachstehende Hilfssatz niitzlich.

Hilfssatz 39 Es secien Ky und K; Kontexte, R eine Bindung von K, zu K; und S eine
Bindung von K; zu K, so dass fiir jeden Begriff (A, B) € B(K,) gilt: A%t = BS. Dann hat
man fiir einen Umfang A von B(Kj) :

AROS >\ AIS und A(ROS)ISR _ AR.
Beweis: Mit Hilfssatz 35.2. und der vorausgesetzten Identitét erhilt man
AROS _ ARItS _ BSS OB = Alt und
A(ROS)ISR _ (ARItS)ISR — (BSS)SIt — BSIt — ARItIt — AR.

Fiir die zweite Identitiit in der zweiten Zeile benétigt man zusitzlich, dass D = D¢ fijr
einen Inhalt D von K; gilt. Dies folgt aus Bemerkung 38. =
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4.2 Eigenschaften von Morphismen

Definition 40 Sind V, W zwei vollstindige Verbénde, so ist auf der Menge der Abbildungen
von V nach W eine Ordnung definiert durch

a1 <ag:<= YoeV:ov < aw
fir Abbildungen a1, a0 : V — W. o

Auf der Menge der Bindungen zwischen zwei Kontexten K und K; ist durch die Mengeninklu-
sion auf natiirliche Weise eine Ordnung gegeben. Diese entspricht der Ordnung der zugehorigen
inf-Morphismen und ist dual zur Ordnung der zugehorigen sup-Morphismen.

Hilfssatz 41 Sind Kg und Ky Kontezte, so gilt fiir Bindungen R, S von Ky zu Ky :
RCS < ¢r>vs < Yr < s

Beweis: Es sei zunichst R € S und (A, B) € B(K). Nach Voraussetzung ist A® C A%
und deshalb r(A, B) = (Al AR) > (AST: ) AS) = pg(A, B). Ist umgekehrt ¢r > g und
(g,m) € R, soist pryg < um wegen Satz 33. Nach Voraussetzung folgt vsvg < prvg < pm.
Wiederum wegen Satz 33 hat man (g,m) € S und damit insgesamt R C S. Die Aquivalenz
zwischen den Bindungen und den inf-Morphismen erhélt man analog. Die Ordnung kehrt sich
hier nicht um, da die Bilder von ¥r und g aus den Inhalten erzeugt werden statt aus den
Umféingen. =

Die Eigenschaften Surjektivitit und Injektivitédt von Morphismen kénnen auch mit Hilfe der
zugehorigen Bindung beschrieben werden. Da die folgende Charakterisierung die irreduziblen
Gegenstinde bzw. Merkmale eines Kontextes benutzt, werden die betreffenden Verbéinde als
doppelt fundiert vorausgesetzt.

Satz 42 FEs seien K und K; Kontexte und B(K;) sei doppelt fundiert. Fir einen sup-Mor-
phismus o @ B(K;) — B(K,), gegeben durch die Bindung R, C Gs x My, sind folgende
Aussagen dquivalent:

o « ist surjektiv.
o (Sury,y) Ist g € Gy irreduzibel, so existiert ein h € G5 mit hfte = glt,

Fir einen inf-Morphismus o : B(Ks) — B(Ky), gegeben durch die Bindung S C Gy x Mg,
sind dquivalent:

o « ist surjektiv.

e (Suryys) Ist m € M, irreduzibel, so existiert ein n € Mg mit nS" = ml.

Ist a : B(Ks) — B(Ky) Vollhomomorphismus, gegeben durch das Bindungspaar (Re,S%),
dann ist jede der Bedingungen (Surg,p) und (Surins) dquivalent zur Surjektivitit von a.

Beweis: Es sei a : B(Ky) — B(K;) ein surjektiver sup-Morphismus und g € Gy irreduzibel.
Folglich existiert ein Begriff (A, B) € B(K;) mit

vg = oA, B) = (Aflelt | ABe) = gup{(hflelt pfie) | h e A}.



4.2 Eigenschaften von Morphismen 23

Da g irreduzibel ist, muss g einem der Begriffe (hfie!t, hfia) entsprechen, d. h., es gibt ein
h € A C Gy mit hfle = ¢*. Ist umgekehrt (Surg,p) erfiillt, so gehoren die Gegenstands-
begriffe aller irreduziblen Gegenstédnde von K; zu a[B(Kj;)]. Deren Suprema bilden gerade
B(K;) und folglich ist « surjektiv. Dual folgert man die zweite Aquivalenz. Die Aussage iiber
Vollhomomorphismen ergibt sich nun sofort aus Satz 37. m

Satz 43 FEs seien Ky und Ky Kontexte und B(K;) sei doppelt fundiert. Fir einen sup-Mor-
phismus a : B(Ky) — B(Ky), gegeben durch die Bindung R, C Gs x My, sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

o « ist injektiv.

o (Injg,,) Ist m € My irreduzibel, so ewistiert ein n € M; mit nfla = mfs.

Fiir einen inf-Morphismus « : B(K,) — B(K,), gegeben durch die Bindung S* C Gy x Ms,
sind dquivalent:

e « ist injektiv.
o (Inj;;) Ist g € Gy irreduzibel, so existiert ein h € Gy mit %" = g's.

Ist a : B(K;) = B(K;) Vollhomomorphismus, gegeben durch das Bindungspaar (Rq,S®),
dann ist jede der Bedingungen (Injg,,) und (Inj,¢) dquivalent zur Injektivitit von .

Beweis: Es sei « ein sup-Morphismus. Nach Satz 33 entspricht die zu a gehoérige Bindung R,
gleichzeitig einem inf-Morphismus 8 : B(K;) — B(Kj), wobei  residual zu « ist. Laut [5],
Hilfssatz 9 ist a genau dann injektiv, wenn [ surjektiv ist. Die zur Surjektivitdt von [
dquivalente Bedingung (Suri,f) aus Satz 42 entspricht Bedingung (Injg,,). Dual erhilt man
die zweite Aquivalenz und zusammen mit Satz 37 ergibt sich die Aussage iiber Vollhomomor-
phismen. =

Folgerung 44 FEs seien Ky und K; Kontexte doppelt fundierter vollstindiger Verbinde. Fiir
einen Vollhomomorphismus o : B(Ks) — B(K,), gegeben durch das Bindungspaar (Ry, S®),
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. « st Vollisomorphismus zwischen Ky und K.
2. Ry erfillt die Bedingungen (Sursy,) und (Injg,,).

3. 8% erfillt die Bedingungen (Surin) und (Inji,).

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus den Sétzen 42 und 43, da Vollisomorphismen gerade
bijektive Vollhomomorphismen sind. =
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In der Arbeit Subdirekte Produkte vollstindiger Verbdnde von Rudolf Wille [11] werden in
vollstandigen Verbinden mit Hilfe von trennenden Vollhomomorphismen supremum-dichte
Teilmengen konstruiert. In Verbédnden endlicher Lénge wird die Wahl dieser Vollhomomor-
phismen standardisiert, so dass jedem solchen Verband eindeutig eine supremum-dichte Teil-
menge zugeordnet werden kann: das Geriist des Verbandes. Aus der Struktur des Geriistes
(als relativer sup —Unterhalbverband) kann der gesamte Verband rekonstruiert werden. Die
Grundmenge des Geriistes ist aber nur eine Teilmenge der Grundmenge des Verbandes und
oft deutlich kleiner als diese. Bevor das Konzept fiir Kontexte adaptiert wird, werden einige
Definitionen und Ergebnisse aus [11] zitiert und zusammengefasst.

5.1 Supremum-dichte Teilmengen und das Geriist eines
vollstandigen Verbandes

Definition 45 Es seien V und V; (¢t € T') vollstédndige Verbéande. Eine Menge von Vollhomo-
morphismen oy : V- — V; (t € T') heiit trennend, wenn fiir alle a # b € V ein t € T existiert,
so dass at(a) # ay(b) gilt. ©

Zu einem inf-Morphismus a : V' — W (V und W seien vollsténdige Verbénde) bezeichne
a: W — V die Abbildung
w — inf o .

Es gilt dann
o fiiralleveV:aav <wvund
e fiir alle w € a[V] : cqw = w.

Mit dieser Definition wird in [11] der Hilfssatz 1.1 formuliert, der nachfolgend zitiert wird.
Da fiir einen surjektiven inf-Morphismus « die Abbildungen « und « zueinander adjungiert
sind, ergibt sich das gleiche Resultat als eine Folgerung von [5], Hilfssatz 9.

Hilfssatz 46 Sind V und W wvollstindige Verbinde und ist o : V. — W ein surjektiver inf-
Morphismus, dann ist o ein injektiver sup-Morphismus.

Auf Teilmengen von vollsténdigen Verbénden lésst sich eine partielle Supremum-Operation
erkldren. Damit bleibt bei Teilmengenbildung die Ordnungsstruktur des Verbandes erkennbar.

Definition 47 Ein relativer sup-Unterhalbverband eines vollstdndigen Verbandes V ist eine
Teilmenge U C V zusammen mit der partiellen Operation supy, so dass fir A C U und u € U
gilt: supy A =u <= sup A = u.

Ein partieller sup-Halbverband ist ein Paar (H,supy). Dabei ist H eine Menge und durch
supy : P(H) — H ist eine partielle Operation gegeben, so dass (H,supy ) isomorph zu einem
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relativen sup-Unterhalbverband eines vollstindigen Verbandes ist. Auf H ist die Ordnung <p
erkliart durch a <pg b: <= supy{a,b} =b.

Eine Teilmenge A C H heifit Vollideal, falls A nach unten abgeschlossen (d. h., a <g b und
b € A impliziert a € A) und gegen die Operation supy abgeschlossen ist. Letzteres bedeutet:
Ist B C A und ist supy B erklart, so ist supy B € A. ¢

Da in einem relativen sup-Unterhalbverband U von V die partielle Operation sup;; mit der
Supremum-Operation sup in V iibereinstimmt, wird statt supy; auch einfach sup geschrieben.
Die durch V' auf U induzierte Ordnung wird mit <; oder einfach < bezeichnet.

Mit Hilfe von vollstdndigen Verbéanden V; (¢ € T') und trennenden Vollhomomorphismen
ar 'V — Vi (t € T) konstruiert man in einem vollstdndigen Verband V' den relativen sup-
Unterhalbverband

Slag |teT) ={aqav|veVundteT}\ {0}

Die wichtigsten Ergebnisse aus [11] — die Sétze 1.2, 1.4 und 3.2 — werden im Folgenden als
Satze 48, 49 und 50 zitiert:

Satz 48 Sind V und V, (t € T) vollstindige Verbinde und oy : V- — V; trennende Vollhomo-
morphismen, dann ist die Menge &(oy |t € T') supremum-dicht in V.

Satz 49 Sind V und V, (t € T) vollstindige Verbinde und oy : V' — V; trennende Vollhomo-
morphismen, dann ist V isomorph zum Verband aller Vollideale von &(ay |t € T).

Mit Satz 49 wird die Methode zur Konstruktion des Verbandes aus dem Geriist heraus
deutlich. In eine dhnliche Richtung geht das Konzept des Kerns eines endlichen Verbandes
(vgl. [3]). Dort wird eine minimale Teilmenge von Elementen angegeben, deren Filterverband
isomorph zum Ausgangsverband ist.

Der néchste Satz erlaubt die Konstruktion eines vollstéindigen Verbandes V als vollsténdig
subdirektes Produkt von gegebenen Verbanden V; (¢ € T'). Durch die Kenntnis bestimm-
ter sup-Morphismen zwischen diesen Verbdnden ist das subdirekte Produkt sogar eindeutig
bestimmyt.

Satz 50 SindV; (t € T') vollstindige Verbinde und ag : Vi — Vs (s,t € T') sup-Morphismen,
die den Bedingungen

1. ay ist die Identitdt fir ollet € T und
2. Qpt > Qprs 0 gt flirr,s,t €T
gentigen, dann ist
Slas | s,teT):={(aga|seT)|acVi,teT}\{(0)ser}

eine supremum-dichte Teilmenge eines vollstandigen Unterverbandes V' von [[,er Vs und die
Einschrdnkungen oy der kanonischen Projektionen my @ [[,cr Vs = Vi (t € T) auf V' sind
surjektive trennende Vollhomomorphismen, fiir die gilt:

asg =000, (s,t€T) und S(as|s,teT)=6(ax|teT).
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In [11] wird im zweiten Abschnitt fiir vollstdndige Verbande V' endlicher Lénge das Gertist
S(V) definiert.

Definition 51 Es sei V ein vollstdndiger Verband endlicher Lange. Ein Element a # 0 von V
heiBt subirreduzibel, falls es einen subdirekt irreduziblen vollstindigen Verband V und einen
surjektiven Vollhomomorphismus o : V' — V mit a = aaa gibt.

Die Menge aller subirreduziblen Elemente von V' heiit das Geriist von V und wird mit &(V)
bezeichnet. ¢

Bemerkung 52 Sind «a; (t € T) gerade die in Definition 51 beschriebenen Vollhomomor-
phismen, so hat man

S(V)=6(a | t€T).
Somit gelten insbesondere die Sétze 48 und 49 fiir das Geriist.
SchlieBlich gibt es in [11], Abschn. 6 noch eine Bemerkung zu modularen Verbénden.

Bemerkung 53 Sind V und V; (¢t € T') modulare Verbéinde endlicher Lénge und gibt es zu
jedem t € T Elemente a;, by € V mit agay # auby und asay = asby fiir alle s € T\ {t}, so gilt
a, V. Na,Vy = {0} fir r # s.

5.2 Supremum-dichte Teilmengen eines Begriffsverbandes

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse aus [11] mit den Methoden der Formalen Begriffsana-
lyse neu formuliert und bewiesen. Die Klasse der Verbénde, von denen das Geriist bestimmt
werden kann, wird dabei auf die Klasse aller doppelt fundierten vollstdndigen Verbénde er-
weitert. Zu jeder Definition wird auflerdem die Konsistenz mit der verbandstheoretischen
Definition in [11] gezeigt.

Definition 54 Eine Menge von Bindungpaaren (R, S;) nennt man trennende Bindungen
zwischen den Kontexten K und Ky (t € T'), falls

e R; Bindung von K zu K; und S; Bindung von K; zu K (¢t € T') ist,
o Aflt = BSt fiir (A, B) € B(K) gilt und
e es fiir je zwei Umfinge A # C von K ein t € T gibt, so dass A% # CF gilt. o

Bemerkung 55 Die letzte Bedingung heifit Trennungseigenschaft und kann ersetzt werden
durch: Fiir je zwei Inhalte B # D von K gibt es ein t € T, so dass B # D% gilt.

Satz 56 ['ir trennende Bindungen (R, Si) (t € T') zwischen Kontexten K und K, ist
S(Ry, Si)rer = {(AM% A5 | (A4, B) € B(K), ¢ € TH\ {(M', M)}
eine supremum-dichte Teilmenge von B(K).

Beweis: Fiir (A, B) € B(K) wird gezeigt: (A, B) = sup{(AFS I ARwSty |t € T,
Man hat zunéchst nach dem Hauptsatz der Begriffsanalyse

sup{(AfeoST AReoSty | ¢ e T} = (1] AfoSt)T, (M) AfteoSe),
teT teT
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Folglich geniigt es, A = (\,er AFRSHT 7y zeigen. Dies soll mit der Trennungseigenschaft
erreicht werden. Es sei dafiir u € T beliebig. Mittels Hilfssatz 32 erhélt man:

(m ARtoSt)IRu — (m ARtoStII)]Ru — (U ARtoStI)IIRu — (U ARtoStI)Ru‘

teT teT teT teT

Weiter folgert man mit Hilfssatz 39:

ARtOSt QAI:ARtOStI QAII :A:> UARtOStI QA:> (U ARtOStI)Ru QARU
teT teT

Ebenfalls aus Hilfssatz 39 folgt:

ﬂARtOSt gARuOSu = (ﬂ ARtOSt)I QARMOSUI
teT teT
= (ﬂ ARtoSt)IRu C ARuoSuIRu _ AR”.
teT

Es ist also ((,ep AR5) 1 Bu = (|, oq AR5 )R = AR fiir alle u € T. Aus der Kontraposi-
tion der Trennungseigenschaft folgt die behauptete Identitit. Der Begriff (M7, M) trigt zur
Supremum-Bildung nicht bei, da (M I M ) =supl gilt. =

Behauptung: Trennende Bindungen entsprechen trennenden Vollhomomorphismen.

Es seien V := B(K) und V; := B(K,) (¢t € T'). Nach Satz 37 entsprechen Vollhomomorphis-
men oy : V — V; eineindeutig Paaren von Bindungen (Ry, S;) mit ay(A, B) = (B, Aftt)
(t € T). Die Trennungseigenschaft iibertriagt sich direkt von den Bindungspaaren auf die
Vollhomomorphismen und umgekehrt, da verschiedene Begriffe verschiedene Umféinge haben.

Satz 57 Sind K und K; Kontexte, (Ry, Si) trennende Bindungen zwischen Kontexten K und
K¢ und oy : B(K) — B(K;) die zugehirigen Vollhomomorphismen (A, B) +— (B%t, Afit)
(teT), so gilt

(‘5(at ’ te T) = G(Rt, St)teT-

Beweis: Gezeigt wird, dass fiir (4, B) € B(K) gilt: ayoy(A, B) = (ARSI ARSt) - Zuniichst
ist a; die residuale Abbildung zu ¢,, denn fiir x € V und y € V; hat man mittels der
Beziehungen vor Hilfssatz 46:

Yy < opr = oy < oyopx <,

Yy = ooy < oux fir y € a¢[V] und

Gy ST =
r=1=y<aqzr=1 firyeVi\wV]

Die letzte Beziehung folgt, da a; Vollhomomorphismus ist und daher a;1 = 1 gilt. Nach
Satz 33 ist R, = R* = Sy und somit auch o, (C, D) = (C%,C*) fiir (C, D) € V;. Es folgt
mit oy (A, B) = (B, Aftt) = (Afele Ay

OétOét(A, B) — Oét(ARtIt,ARt) — (ARtItStI’ARtItSt) — (ARtOStI7ARtOSt).

Die Grundmengen von &(oy |t € T') und &(Ry, St)er sind also identisch. =

In einem Begriffsverband V' = B(K) stimmen also die beiden relativen sup-Unterhalbverbénde
S(ay | t € T) und &(Ry, St)ier iiberein. Satz 56 ist daher die begriffsanalytische Entsprechung
von Satz 48 (bzw. [11], Satz 1.2).
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Abb. 5.1: Zwei Verbénde mit supremum-dichter Teilmenge T := {z,y, 2z}

Als néchstes soll [11], Satz 1.4 (hier Satz 49) diskutiert werden. Der Satz zeigt, dass in dem
partiellen sup-Unterhalbverband &(«y | t € T') eines Verbandes V' tatséichlich geniigend In-
formationen stecken, um den zugehorigen Verband eindeutig zu konstruieren. Die Supremum-
Dichtheit nach Satz 1.2 (hier Satz 48) reicht dafiir i. Allg. nicht aus, wie das Beispiel in Abb. 5.1
zeigt: Zwei voneinander verschiedene vollstéindige Verbédnde haben jeweils die dreielementige
Antikette T := {x,y, z} als supremum-dichte Teilmenge.

Handelt es sich bei V' jedoch um einen Begriffsverband und kennt man Umfinge und Inhalte
aller Begriffe einer supremum-dichten Teilmenge T', so kann man mit Hilfe des Hauptsatzes
der Formalen Begriffsanalyse alle Suprema berechnen und erhilt eindeutig (bis auf reduzible
Gegenstinde) den zugehorigen Begriffsverband V. Auch einen Kontext zu diesem Begriffsver-
band kann man leicht angeben. Bezeichnet G die Menge aller Gegenstidnde der Begriffe von T’
und M die Menge aller Merkmale und setzt man [ := U( AB)eT A x B, so ist K ein Kontext
von V.

Es sei nun von einem Begriffsverband V' die Menge U := &(Ry, St)ier nur mit ihrer Struk-
tur als partieller sup-Unterhalbverband gegeben, jedoch ohne Umfinge und Inhalte. Da nach
Satz 49 der Verband dadurch eindeutig bestimmt ist, muss auch ein Kontext ablesbar sein.
Da Id(U), der Verband aller Ideale von U, isomorph zu V ist, ist (Id(U),Id(U), C) ein Kon-
text, dessen Begriffsverband ebenfalls isomorph zu V' ist. Dieser Kontext entspricht (V, V, <).
I. Allg. lassen sich zu einem Begriffsverband wesentlich kleinere Kontexte angeben. Zumindest
die Seite der Gegenstidnde kann auch hier reduziert werden. Betrachtet wird dafiir die Menge
aller Hauptideale von U, das sind Mengen der Form I, := {y € U | y < z} fiir x € U. Die
Hauptideale bilden eine supremum-dichte Teilmenge von Id(U). Sie sind selbst Ideale und fiir
jedes Ideal I € Id(U) hat man I = sup{I, | « € I'}. Bezeichnet man mit H(U) :={I, |z € U}
die Menge aller Hauptideale von U, so ist ($(U),Id(U),C) ebenfalls ein Kontext, dessen
zugehoriger Begriffsverband isomorph zu V ist.

5.3 Das Geriist eines formalen Kontextes

In [11], Abschn. 2 (hier 5.1) wird das Gertiist eines vollstdndigen Verbandes endlicher Lénge
erklédrt. Im Weiteren wird diese Definition fiir Begriffsverbénde {ibernommen und dabei auf
doppelt fundierte Begriffsverbinde ausgeweitet. Dazu wird die Konstruktion des Geriistes
aus einem gegebenen Kontext heraus erkldrt. In Verbinden endlicher Linge lassen sich Su-
prema (Infima) iiber beliebige Mengen immer durch Suprema (Infima) iiber nichtleere end-
liche Mengen ausdriicken. Daher fallen einige Begriffe fiir Verbénde mit ihren Entsprechun-
gen fiir vollstdndige Verbande zusammen. So ist z. B. ein Verband endlicher Lénge genau
dann subdirekt irreduzibel, wenn er auch vollstdndig subdirekt irreduzibel ist. Nach dem
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Satz von Birkhoff ist jeder Verband subdirektes Produkt von subdirekt irreduziblen Faktoren
(vgl. [1], Kap. VIIL.8, Theorem 15). Jeder vollsténdige Verband endlicher Lénge ist demnach
vollstandig subdirektes Produkt vollstédndig subdirekt irreduzibler Faktoren. Dieser Vorteil
wird fiir die Defintion des Geriistes bei [11] genutzt, wenn die Existenz von ,,geniigend vielen®
(vollsténdig) subdirekt irreduziblen Faktorverbinden gefordert wird, mittels derer sich eine
Menge trennender Vollhomomorphismen bilden lésst.

I. Allg. ist ein vollstindig subdirekt irreduzibler Verband nicht unbedingt auch subdirekt
irreduzibel. Es gelten aber u. a. folgende Implikationen fiir einen vollstédndigen Verband V:

e Ist # € Con, V (d. h., 0 ist eine vollstandige Kongruenz auf V'), so gilt auch # € Con V.

e Ist V vollstindig subdirektes Produkt von vollsténdigen Verbénden V; (t € T'), so ist V'
auch subdirektes Produkt der Verbénde V;.

e Ist V subdirekt irreduzibel, so ist V' auch vollstdndig subdirekt irreduzibel.

Fiir doppelt fundierte vollstéindige Verbénde hat man zusétzlich die wichtige Eigenschaft aus
Satz 2.6.: Jeder doppelt fundierte vollstdndige Verband besitzt eine vollsténdig subdirekte
Zerlegung in vollstdndig subdirekt irreduzible Faktoren. Also miissen sich auch in doppelt
fundierten vollsténdigen Verbénden ,,geniigend viele“ vollstéindig subdirekt irreduzible Fakto-
ren finden, mittels derer man trennende Bindungen erhilt. Die Konstruktion eines Gertistes
ist demnach ebenso moglich wie bei Verbédnden endlicher Lange.

Es sei K ein Kontext und L := (H,N,J) ein vertréglicher Teilkontext von K mit J :=
IN(H x N). Zu einem solchen Teilkontext erhélt man auf einfache Weise ein Bindungspaar
(R,S) mit RC G x N und S C H x M durch

R:=IN(GXxN) bzw. S:=InN(HxM).

Nachzuweisen sind die Bindungseigenschaften: Dass I vertriglich ist, heift, dass die Ein-
schrankung (AN H, BN N) eines jeden Begriffes (A, B) von K ein Begriff von L ist. Ist also
g € G, so ist die Einschrinkung des zu g gehérigen Gegenstandsinhalts g/ N N ein Inhalt von
L. Nach Definition von R ist g/ " N = ¢g/"G*N) = gR_ Fiir ein Merkmal n € N hat man
R — pINGXN) = pl Folglich ist n®* ein Umfang von K und R also eine Bindung von K zu
L. Dual zeigt man, dass S eine Bindung von IL zu K ist.

Behauptung: Fiir (4, B) € B(K) gilt AR/ = BS.

Man hat: A%/ = (ATNN)’ = (BN N)’ und B® = BN H = AN H. Da L vertriglich ist, ist
die Einschrénkung von (A, B) auf (AN H, BN N) ein Begriff von L und man hat insgesamt:
ARJ = (BN N)’ = AnH = B®. Bevor diese Ergebnisse in Satz 59 zusammengefasst werden,
wird noch folgende Bezeichnung eingefiihrt:

n

Definition 58 Eine Familie von Teilkontexten K; (t € T) eines Kontextes K hat die Uber-
deckungseigenschaft, falls gilt:

UGtIG und UMt:M.o

teT teT

Satz 59 Sind K; (t € T) vertrigliche Teilkontexte eines Kontextes K mit der Uberdeckungs-
etgenschaft, so sind

{(Rt,St)|Rt:Iﬂ(GXMt),St:Im(GtXM),tET}

trennende Bindungen zwischen K und Ky (t € T)).
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Beweis: Es ist nur noch die Trennungseigenschaft der Bindungspaare nachzuweisen (vgl. De-
finition 54). Diese folgt direkt aus der Uberdeckungseigenschaft: Es seien A und C' Umfiinge
von K und A% = CFt gelte fiir alle t € T. Ist nun m € A!, so existiert nach Voraussetzung
ein t € T mit m € M;. Nach Definition von R; ist dann m € A, Wegen der angenommenen
Identitét ist auch m € C% C C!. Folglich ist AT C O und mit der umgekehrten Argumen-
tation erhilt man insgesamt A’ = C!. Damit ist A = A/ = C!! = C. Die Bindungen sind
also tatséchlich trennend. m

Um einem Verband sein Geriist eindeutig zuzuordnen, wéhlt man in [11] alle Vollhomomor-
phismen auf vollstindig subdirekt irreduzible Faktorverbinde aus und erhélt eine eindeu-
tig bestimmte Menge trennender Vollhomomorphismen. Um zu einem Kontext eindeutig ein
Gertist mittels vertriglicher Teilkontexte zu konstruieren, muss eine eindeutig bestimmba-
re Menge solcher Teilkontexte ausgewahlt werden. Da vertrégliche Teilkontexte bestimmten
Faktoren des zugehorigen Verbandes entsprechen, sollen gerade die Teilkontexte ausgew&hlt
werden, die vollstdndig subdirekt irreduzible Faktoren induzieren. Satz 2.6. zeigt, dass dop-
pelt fundierte vollsténdige Verbdnde in vollsténdig subdirekt irreduzible Faktoren zerlegbar
sind. Diese Zerlegung auf der Ebene des Kontextes beschreibt das n#chste Resultat (s. [5],
Hilfssatz 61).

Hilfssatz 60 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
entsprechen die vollstindig subdirekten Zerlegungen von B(K) eindeutig den Familien pfeil-
abgeschlossener Teilkontexte, die die Uberdeckungseigenschaft haben.

Die Teilkontexte vollstéandig subdirekt irreduzibler Faktoren lassen sich in reduzierten Kon-
texten von doppelt fundierten vollstéandigen Verbanden mit Hilfe der Pfeilrelationen ablesen,
wie Hilfssatz 61 (vgl. [5], Hilfssatz 62) zeigt:

Hilfssatz 61 Ein reduzierter Kontext K eines doppelt fundierten Begriffsverbandes B (K) ist
genau dann 1-erzeugt, wenn B(K) vollstindig subdirekt irreduzibel ist.

Definition 62 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, ist
weiter (g)x = (Gg, My, 1) fir g € G und sind R, := 1N (G x My) und Sy :=1N (G4 x M),
so bezeichnet

S(K) = &(Ry, 5y)gec = {(ATST AR | (A4, B) € BK).1 € T} \ {(M", M)}

einen relativen sup-Unterhalbverband von B(K), der das Geriist des Kontextes K genannt
wird. ¢

Alle Voraussetzungen von Satz 59 sind erfiillt, die Paare (R4, Sy) sind trennende Bindungen
und das Geriist damit wohldefiniert.

Eine Vereinfachung dieser Definition wird in Satz 71 angegeben. In Definition 72 wird De-
finition 62 noch erweitert: Die Elemente des Geriistes, die durch den Kontext (g)x erzeugt
werden, bilden die zu g gehorige Komponente des Geriistes. Auch eine Beschreibung des
Geriistes durch subirreduzible Elemente (wie in Definition 51) wird im Weiteren angegeben
(s. Definition 66 und Folgerung 67).

Folgerung 63 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
ist v|G] C 6(K).
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Beweis: Nach Satz 56 ist &(K) supremum-dicht in B(K). Im reduzierten Kontext ist jedoch
jeder Gegenstandsbegriff sup-irreduzibel und folglich nur dann als Supremum einer Menge
von Begriffen aus &(K) darstellbar, wenn er selbst darin enthalten ist. m

Satz 64 Fiir einen reduzierten Kontext K eines Begriffsverbandes endlicher Linge entspricht

das Geriist des Kontextes &(K) dem Geriist des Verbandes &(B(K)).

Beweis: Es ist bereits fast alles gezeigt. Die 1-erzeugten Teilkontexte entsprechen den (bei
Verbénden endlicher Lénge auch vollstéindig) subdirekt irreduziblen Faktorverbénden (s. Hilfs-
satz 61). Die trennenden Bindungen (R, S,) entsprechen trennenden Vollhomomorphismen
ag und damit entsprechen sich auch &(Ry, Sy)gec und S(ay | g € G). Es bleibt nur nachzu-
weisen, dass die zu (R, Sy) gehorigen Abbildungen auch surjektiv sind, denn dann entspricht
S(ag | g € G) tatsichlich dem Geriist von B(K) (vgl. Bemerkung 52). Dazu wird Satz 42
herangezogen. Die Bindung R, := I N (G x My) (vgl. Definition 62) erfiillt die Bedingung
(Surgyp), denn fiir einen beliebigen Gegenstand h € G, C G gilt hf's = h! N M, = h's. Folg-
lich sind die zu (Rg, Sy) (g € G) gehorigen Vollhomomorphismen surjektiv. Insgesamt folgt,
dass das Geriist eines reduzierten Kontextes G(K) (nach Definition 62) gleich dem Geriist
des zugehorigen Begriffsverbandes G(2B(K)) (nach Definition 51) ist. m

Die Surjektivitdt der zu den Bindungen gehorigen Vollhomomorphismen erlaubt folgende

Vereinfachung der Geriistdefinition.

Hilfssatz 65 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes und
ist (9)x = (Gq, My, 14) fir g € G, so ist

S(K) = [J{(C", 0" [ (C,C%) € B((g)x), CTr # M}

geG
Beweis: Es seien Ry := 1N (G x My) und Sy := 1N (Gy x M). Dann ist
S(K) = | {(Aftals®s!, AftalaSa) | (A, B) € BK)}\ {(M", M)}
geG

(vgl. Definition 62 und Hilfssatz 35.2.). Fiir g € G ist wegen der oben nachgewiesenen Surjek-
tivitit die Menge {(Aftsls, AR9) | (A, B) € B(K)} gerade die Menge aller Begriffe von (g)k.
Folglich ist

{(AftoloSal  ARalsSo) | (4, B) € B(K)} = {(C®!,C%) | (C,CT9) € B((g)k)}

und damit
&(K) = | {(C®%',C%) | (C,C') € B((g)x)} \ {(M', M)}.

geG
Wegen C' C G4 hat man ferner C%9 = CINGexM) — o1 ynd damit
S(K) = [ JA{(@",ch) [ (C,CM) e B((g)x)} \ {(M', M)}

geG
Ist (C11,CT) = (M, M), so folgt aus C = M sofort Cls = M. Gilt umgekehrt Cls = M, fiir
einen Umfang C von L, so ist (C!, CT) der kleinste Begriff von B(K), dessen Einschrinkung
auf I den kleinsten Begriff von $B(LL) ergibt. Folglich ist (C'!,C!) = (M, M). m

Auch eine Beschreibung des Geriistes mittels subirreduzibler Elemente lésst sich nun fiir &(K)
angeben:
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Definition 66 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes.
Ein Begriff (A, B) von K mit B # M heifit subirreduzibel, wenn es einen 1-erzeugten pfeilab-
geschlossenen Teilkontext IL := (H, N, J) gibt, so dass gilt:

(A,B) = (AnH) (AnH)). o

Folgerung 67 Ist K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes, so
ist S(K) die Menge aller subirreduziblen Begriffe von B(K).

Beweis: Es sei (A, B) subirreduzibel. Nach Hilfssatz 7 ist (AN H, BN N) ein Begriff von L.
Ferner gibt es einen Gegenstand g € G mit L := (g)kg. Nach Hilfssatz 65 gehort (A, B) also
zum Geriist von K. Ist andererseits (A, B) € &(K), so existieren nach Hilfssatz 65 ein g € G
und (C, D) € B({g)k), so dass (C11,CT) = (A, B) ist. Folglich hat man C C ANG, und somit
(C,D) < (ANG,, BN M,). Es ist aber auch D = Cls C C! = B, also D C BN M, und damit
(C,D) > (ANGy, BN M,). Insgesamt hat man (A, B) = (C11,CT) = (ANGy)M, (AN Gy)T),
also ist (A, B) subirreduzibel (fir L w&hlt man (g)x). =

Um Definition 66 zu rechtfertigen, wird gezeigt, dass die subirreduziblen Elemente in einem
Begriffsverband endlicher Lénge genau den subirreduziblen Elementen nach [11] (hier Defini-
tion 51) entsprechen.

Satz 68 ['ir Verbinde endlicher Linge entspricht Definition 66 der in [11] auf S. 56 ange-
geben Definition fiir subdirekt irreduzible Elemente.

Beweis: Nach [11] heiit (A, B) € B(K) mit B # M genau dann subirreduzibel, wenn es einen
(vollstéindig) subdirekt irreduziblen Verband V und einen surjektiven Vollhomomorphismus
a:B(K) — V mit (A, B) = aa(A, B) gibt. Dem Homomorphiesatz zufolge kann fiir V' immer
ein Faktorverband von B(K) und damit fiir « die entsprechende Projektion (der natiirliche
Homomorphismus) verwendet werden. Damit entspricht V' gerade einem 1-erzeugten pfeilab-
geschlossenen Teilkontext L := (H,N,J) und « der Abbildung (A,B) — (AN H,BNN)
(vgl. Hilfssatz 7). Umgekehrt entspricht jedem 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Teilkontext
ein (vollstindig) subdirekt irreduzibler Faktorverband V. Es ist nun (A, B) = aa(A, B) genau
dann, wenn (A, B) das kleinste Element von B(K) ist, das von « auf a(A, B) = (ANH, BNN)
abgebildet wird. Letzteres ist das kleinste Element von B(K), dessen Umfang AN H enthélt.
Dieses ist (AN H)!Z, (AN H)T). Damit ist Definition 66 konsistent mit der Definition aus
[11] und erweitert diese. m

Folgerung 69 FEs seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollstindigen Ver-
bandes und L := (H, N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext. Dann gilt C'' N H = C fiir
jeden Umfang C von B(L).

Beweis: Es sei (A, B) = (C!1,CT). Man schliefit (ANH, BN N) = (C,C”) wie im Beweis von
Folgerung 67. m

Folgerung 70 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbandes
und L := (H, N, J) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext. Durch B(L) — B(K) : (A, B) —
(AT AT werden Gegenstandsbegriffe von L auf Gegenstandsbegriffe von K abgebildet.

Beweis: Es sei v, h = (A, B) fiir h € H. Dann ist h € Al und folglich gilt v, h < (A1) AT).
Andererseits ist v, h der kleinste Begriff von B(K), dessen Umfang h enthilt. Demnach ist
RN H der kleinste Umfang von L, der h enthilt (vgl. Hilfssatz 7). Folglich gilt h// N H = A
und (' N H)!T = AM und es folgt h'! D A also . h > (A1, AT). m
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5.4 Eigenschaften von Geriisten

Konstruiert man das Geriist zu einem Kontext nach Definition 62, so muss zu jedem Gegen-
stand der zugehorige abgeschlossene Teilkontext bestimmt werden. Im folgenden Satz wird
gezeigt, dass dies nicht unbedingt notwendig ist. Vielmehr geniigt es, eine Menge 1-erzeugter
Teilkontexte zu betrachten, die die Uberdeckungseigenschaft hat (vgl. Definition 58).

Satz 71 FEs sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollstindigen Verbandes
und es seien Ky (t € T) l-erzeugte Teilkontexte von K mit der Uberdeckungseigenschaft.
Ferner seien Ry :== 1IN (G x M) und Sy :== 1N (Gy x M) (t € T). Dann ist

S(K) = &(Ry, Sp)ier = | {(C,CT) | (C,CT) € B(K,),CT* # M}

teT

Beweis: &(Ry¢, St)ier € S(K) ergibt sich per Definition. Es sei also (A, B) € &(K). Dann ist
B # M und es gibt nach Folgerung 67 einen Gegenstand g € G mit (9)x = (G, My, 1), so
dass (A, B) = (AN Gy, (AN Gy)!) gilt. Da die K; (t € T) die Uberdeckungseigenschaft
haben, existiert ein s € T, so dass g € Gy ist. Weil Ky pfeilabgeschlossen ist, ist (g)x ein
Teilkontext von K (es gilt also G, C Gy C G) und man hat:

A=(AnG)T Cc(AnGy)TcAall=A4

und somit

A= (AN GS)H — (AI n MS)ISII — ARSIIT _ gRsISsI

Es ist also (A, B) = (ARsIs91 ARsIsSs) ¢ G(Ry, Sy)ier (vel. Satz 56).
Die zweite Darstellung erhélt man analog zu Hilfssatz 65. =

Satz 71 motiviert die Wahl maximaler 1-erzeugter Teilkontexte K; mit der Uberdeckungs-
eigenschaft. D. h., ist ein 1-erzeugter Teilkontext K, von K auch echter Teilkontext eines 1-
erzeugten Teilkontextes K; von K, dann wird K; nicht fiir die Geriistkonstruktion verwendet.
In endlichen Kontexten gibt es immer maximale 1-erzeugte Teilkontexte. Fiir Kontexte mit
unendlich grofler Gegenstands- und Merkmalsmenge ist die Frage jedoch offen (vgl. Kap. 7,
Problem 2).

Die Darstellung als Vereinigung von Mengen, deren Elemente von je einem Teilkontext erzeugt
werden, motiviert die nachfolgende Definition.

Definition 72 Es sei K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten vollstdndigen Ver-
bandes und es seien K; (¢t € T)) 1-erzeugte Teilkontexte von K mit der Uberdeckungseigen-
schaft. Die Mengen

{c",oh | (C,0") € B(K,), O # My} (t€T)
heiflen Komponenten des Geriistes beziiglich der Teilkontexte K;. ¢

Der Begriff der Komponente des Geriists stammt aus [4]. Man beachte, dass man fiir unter-
schiedliche der Wahl der Familien K; unterschiedliche Komponenten erhélt.

Weder die Komponenten noch die gewahlten Teilkontexte miissen i. Allg. notwendigerweise
disjunkt sein. Im Fall modularer Begriffsverbénde kann das jedoch erreicht werden. Die Dis-
junktheit der Teilkontexte folgt sofort aus Hilfssatz 17. Der folgende Satz klirt die Frage fiir
die Komponenten - zumindest fiir lingenendliche modulare Begriffsverbéande.
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Satz 73 Ist K ein reduzierter Kontext eines lingenendlichen, modularen Begriffsverbandes,
dann sind die Komponenten verschiedener Teilkontexte von &(K) paarweise disjunkt.

Beweis: Da je zwei 1-erzeugte Teilkontexte disjunkt sind, miissen alle 1-erzeugten Teilkon-
texte zur Geriistkonstruktion verwendet werden, damit die Uberdeckungseigenschaft erfiillt
ist (vgl. Satz 71). Nach Folgerung 28 entspricht einem 1-erzeugten Teilkontext genau eine
Aquivalenzklasse projektiver Primintervalle und er trennt alle Intervalle dieser Klasse und
keine weiteren (Hilfssatz 24). Da die Zuordnung eineindeutig ist (Satz 27), wird jedes Prim-
intervall von B(K) von genau einem der Teilkontexte getrennt. Gehére nun (A, B) zur Kom-
ponente eines 1-erzeugten Teilkontextes Ky, d. h. (4, B) = (ANG,), (ANGy)!). Da B(K)
lingenendlich ist, gibt es eine endliche Kette zwischen (1, #7) und (A, B) und damit einen
unteren Nachbarn (C, D) von (4, B). Da ((ANG), (ANG,)!) der kleinste Begriff ist, dessen
Umfang (AN Gs) enthilt, hat man (CNGs) < (ANGs). Folglich trennt K das Primintervall
[(C, D), (A, B)]. Gehort (A, B) auch zu Ky, so trennt auch K; dieses Primintervall und nach
obiger Betrachtung folgt K =K;. =

Das Resultat entspricht der Bemerkung 53 zu modularen Verbidnden endlicher Lénge. Die
zuséatzliche Voraussetzung, die dort gemacht wird, kann hier entfallen, wenn man verschiede-
ne Teilkontexte betrachtet. Aulerdem wird auch hier die Giiltigkeit der Aussage ausgeweitet,
allerdings nur auf ldngenendliche modulare Verbénde. Da im Beweis Primintervalle voraus-
gesetzt werden, muss es im Verband endliche Ketten geben. Das Resultat kann deshalb nicht
einfach auf doppelt fundierte vollstdndige Verbénde iibertragen werden.

5.5 Volistandig subdirekte Produkte von Begriffsverbanden

In [11] spielen die Abbildungen as = aso a, : Vi — Vs zwischen homomorphen Bildern
Vs und V; eines vollsténdigen Verbandes V' eine wichtige Rolle (hier z. B. in Satz 50). Nach
Satz 36 entspricht oy gerade das Bindungsprodukt der zu o und o gehorigen Bindungen.
Diese Bindungen kann man im Kontext wiederfinden.

Satz 74 FEs seien K ein Kontext eines doppelt fundierten vollstindigen Verbandes und Ky und
Ky vertrdigliche Teilkontexte von K. Sind ferner Ry := I N (G x My) und Ss := I N (Gs x M),
so ist Ist := I N (Gg x M) eine Bindung von Ky zu K¢ und es ist Iy = Sg o Ry.

Beweis: Nach Satz 59 sind R; und S5 Bindungen und nach Hilfssatz 35.4. ist das Produkt
zweier Bindungen selbst wieder eine Bindung. Es geniigt also, die behauptete Gleichung zu
zeigen. Fiir g € G, ist g%/ = gllRe — gRe — oI 0 M. Die mittlere Identitit folgt aus
Hilfssatz 32. Wegen Hilfssatz 35.2. ist somit ¢%°f = ¢S+ = ¢I 0 M, und es ist

S,0 Ry ={(g,m) € Gy x My | m € g' N My} = Iy.

Damit ist alles gezeigt. m

Satz 77 ermoglicht eine Charakterisierung von Kontexten vollstédndig subdirekter Produk-
te. Es gibt dazu bereits Resultate bei [5], die sich auf Teilrelationen von Summenkontexten
beziehen: Hilfssatz 82 und Satz 32, die hier als Hilfssatz 75 und Satz 76 zitiert werden.

Hilfssatz 75 Die vollstindig subdirekten Produkte von Begriffsverbinden B(Ky) (t € T') ent-
sprechen eineindeutig den abgeschlossenen Relationen J des Summenkontextes ), Ky mit
Jm(GtXMt):It (tET)
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Satz 76 Fir eine Teilrelation J C I im Summenkontext K =3, - K; sind dquivalent:

1. J ist eine abgeschlossene Relation und entspricht einem vollstindig subdirekten Produkt

der B(Ky) (t€T).
2. J ist eine abgeschlossene Relation und fir allet € T gilt It = Jy := J N (G x My).

3. Fir alle r,s,t € T ist Jg := J N (Gs x My) eine Bindung von Ky zu Ky und es gelten
Jip = Iy und Jpy C Jps 0 Jg.

Dieser Satz (speziell 1. <= 3.) ist im Wesentlichen die begriffsanalytische Entsprechung
von [11], Satz 3.2 (hier Satz 50). Die Bindungen Jg entsprechen den Abbildungen ays und
nach Hilfssatz 41 entsprechen die zwei Bedingungen der Bindungen den zwei Bedingungen
der ays in Satz 50. Da der Satz bereits in [5] bewiesen und erklért wird, soll hier nur folgende
Umformulierung, die auf die Voraussetzung Summenkontext verzichtet, gezeigt werden.

Satz 77 Es sei K ein Kontext und es seien K, (t € T') Teilkontexte von K. B(K) ist genau
dann ein vollstindig subdirektes Produkt der Begriffsverbinde B(K) (t € T), wenn die Ky
die Uberdeckungseigenschaft haben und fir alle r,s,t € T die Relationen Iy == I N (Gy x M)
Bindungen sind und I C I,.s 0 I gilt.

Beweis: Es seien Ky = (G, My, I;) mit
Gy =Gy x{t}, My=M;x{t} und I :={((g,t),(m,1)) | (g9,m) € I} (t€T).
Aus K wird nun ein Kontext L konstruiert. Zunichst entsteht

Lt ::(UG’hM,Il) mit ' ={((g,t),m) | (g,m) € I und g € Gy}
teT

durch Kopieren von Zeilen aus K (und Umbenennung von Gegensténden). Folglich werden
nur reduzible Gegensténde hinzugefiigt und daher ist B (') isomorph zu B(K).
Nun sei L := (G, My, Ji) wobei

G]L = U ét, M]L = U Mt und J]L = {((978)7 (mat)) | (gvm) € Ivg € GS und m € Gt}
teT teT

L entsteht aus L' durch Kopieren von Spalten, also durch Hinzufiigen reduzibler Merkmale,
und somit ist B(IL) isomorph zu B(L!) und damit zu B(K). Da auBerdem B(K;) isomorph
zu B(Ky) (t € T) ist, ist B(K) vollstéindig subdirektes Produkt der B(K;) genau dann,
wenn B(K) vollstindig subdirektes Produkt der B(K;) (¢t € T) ist. Jy, ist eine Teilrelation
im Summenkontext Y., . K¢, da I; C Ji gilt. Daher ist nach Satz 76 B(L) genau dann
vollstandig subdirektes Produkt der B(K;) (t € T'), wenn Jg := Ji, N (G5 x M) Bindung ist
von Ky zu K; und Jyy = I, und J,y C Jys 0 Jg fiir alle r,s,t € T gilt. Aus der Konstruktion
von L folgt
Ji ={((g,t),(m,t)) | (g,m) € I,g € Gy und m € G} = I;.

Zu zeigen ist damit noch:
1) Js ist Bindung von Ky zu K; genau dann, wenn I5; Bindung von Ky zu K; ist, und
2) Jrt C Jpsodg = Iy C g0 Ig.
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Offenbar ist

Jst = {((ga3>7 (mvt)) | (gvm) S Iag € Gsund m € Gt} = {((gas)v (mat)) ’ (.g>m) € Ist}a

woraus sofort 1) folgt. 2) ergibt sich wie 1), da ((g, ), (m,t)) € J¢ < (g9,m) € Iy. m

Eine Charakterisierung vollstéindig subdirekter Produkte fiir reduzierte Kontexte doppelt fun-
dierter vollstdndiger Verbénde liefert auch Hilfssatz 60 in Abschn. 5.3. Anstelle von Bindungen
werden dort vertriagliche Teilkontexte zur Charakterisierung verwendet. Die weiteren Ergeb-
nisse in [11] beschiftigen sich mit der Konstruktion bestimmter subdirekter Produkte. Diese
Ideen sind bereits in [5], Abschn. 5.1 aufgearbeitet und fithren zum Begriff des P-Produkts.

5.6 Diagramme von Geriisten

Zur graphischen Veranschaulichung von Verbédnden benutzt man meist die Liniendiagram-
me der dem Verband zu Grunde liegenden geordneten Menge. In diesem Abschnitt wird
beschrieben, wie man auch fiir das Geriist eines Verbandes ein Diagramm erhélt, das dem
Liniendiagramm des zugehorigen Verbandes nahe kommt. Gezeichnet werden die Liniendia-
gramme der Komponenten des Geriistes und einige Verbindungslinien zwischen diesen, die
die Ordnung der Begriffe angeben.

Gegeben seien ein reduzierter Kontext K eines doppelt fundierten vollstdndigen Verbandes
und pfeilabgeschlossene Teilkontexte K; (t € T) mit der Uberdeckungseigenschaft. Nach Be-
merkung 72 ist

{c.ch(c,.ch) e B(Ky), C" # My}

die zu t gehérige Komponente.

Fiir (C,0") € B(K,) gilt C' NG, = C nach Folgerung 69. Da sowohl der doppelte
Ableitungsoperator als auch die Einschriankung auf G; ordnungserhaltend sind, ist durch
(C,CTt) s (€, CT) ein Ordnungsisomorphismus zwischen B(K;) \ {(M/*, M;)} und der zu
t gehorigen Komoponente gegeben. Damit sind auch die beiden sup-Halbverbénde zueinan-
der isomorph. Man berechnet in einer Komponente das Supremum von Elementen (AL, AT)
(r € R) mit (4,, Ak) € B(K;) (d. h., alle Elemente gehéren zur Komponente von t) durch:

Sup{(Ay,Af,) |re R} = (C’H,CI), wobei (C, Clt) = sup{(Ar,Aff) | € R}
t

ist. Dabei ist sup, die Supremum-Operation in B(K;).
Als néchstes werden die Beziehungen zwischen Elementen verschiedener Komponenten be-
trachtet. Es seien (A, B) € B(K;) und (C, D) € B(K;). Es gilt:

Al ANy <o, 0l)y «—= Allcol! — Accl.

Die Relation zwischen den Begriffen soll nun ohne den Ableitungsoperator ! beschrieben
werden und allein aus den Teilkontexten Ky und K; und den Bindungen Iy, = I N (G4 x M)
und I3 = IN(Gy x M) (vgl. Abschn. 5.5) ablesbar sein. Man hat wegen A C G5 und B C M :

Accll —= AcclinGg, < (A, B)<(CY'naG,,cInM,) — BDC*

und damit die Regel:
(A1 A < (0!, ct) — ' C B. (%)
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Die Ordnungsrelation der Geriistelemente wird nun auf die Elemente der Menge

= | (BE)\ {(M"20)))

teT

iibertragen. In dieser Menge konnen verschiedene Elemente zum gleichen Element des Ge-
riistes gehdren, wenn z. B. fiir (4, B) € B(K,) und (C, D) € B(K,) (A1, Al) = (C1,CT)
gilt. Solche Elemente werden gleichgesetzt, d. h., die Menge ® wird faktorisiert nach der
Aquivalenzrelation:

0:={((4,B),(C,D)) € D* | (A", AT) = (€1, CT)}.

Nach der Regel (x) stehen (A, B) € B(K;) und (C, D) € B(K;) genau dann in Relation, wenn
Clts C Als und Alst C Ot gilt. Statt der Inklusion kann in beiden Bedingungen offensichtlich
auch Identitat gefordert werden.

Auf der Faktormenge © /# ist nun durch

[(A,B)]s <[(C,D)]p: = C" CB

eine Ordnung erkliart. Nach der Regel (%) werden dadurch die Aquivalenzklassen genauso
geordnet wie die zugehorigen Geriistelemente. Die Ordnung ist daher auch wohldefiniert.
Insbesondere ist (CTts’s, CTts) der groBte Begriff von B(K,), dessen zugehorige Aquivalenz-
klasse kleiner ist als die von (C, Ct).

Mit dieser Voriiberlegung kann nun das Diagramm erstellt werden. Benutzt werden dabei
nur die Begriffe der Verbéinde B(K;) (t € T) bzw. deren Aquivalenzklassen beziiglich 0. Die
eigentlichen Elemente von &(KK) kénnen aber aus dem fertigen Diagramm abgelesen werden.

Schritt 1: Zuerst werden die Begriffsverbénde B(K;) fiir alle ¢ € T berechnet. Deren Linien-
diagramme werden gezeichnet und dabei jeweils das kleinste Element weggelassen. Es wird
wie iiblich die reduzierte Beschriftung (vgl. [5], S. 23) benutzt.

Schritt 2: Mit Hilfe der Bindungen Iy (s,t € T) wird die Vergleichbarkeit von Elemen-
ten verschiedener Komponenten bestimmt. Sind (A, B) € B(K;) und (C, D) € B(K;) und
gilt C'*s = B und Alst = D, so ist (A!!, A1) = (O, CT). Die Punkte von (A, B) und
(C,D) werden daher mit einem beide umfassenden Kreis umschlossen. Dies entspricht der
Aquivalenzklassenbildung durch 6. Gilt nur eine der zwei Beziehungen, z. B. C'ts = B, so ist
(A, B) der groBte Begriff von B(K,) \ {(M[s, M,)}, dessen Aquivalenzklasse kleiner ist als
die von (C, D). Der Punkt von (A, B) wird dann unterhalb von (C, D) gezeichnet und die
Begriffe werden mit einer gestrichelten Linie verbunden. Dabei muss die Struktur des Linien-
diagramms von B(K,) \ {(Ms, M)} erhalten bleiben. Der Ubersichtlichkeit wegen wird eine
gestrichelte Linie zwischen zwei Punkten wieder geléscht, wenn es im Diagramm zwischen
den Punkten einen anderen aufsteigenden Pfad aus Linien gibt. Dieses Loschen entspricht der
transitiven Reduktion, die auch zum Zeichnen von Liniendiagrammen gehort.

Schritt 3: Da die Kontexte K; nicht unbedingt disjunkte Gegenstands- und Merkmalsmengen
haben miissen, kénnen Beschriftungen doppelt auftreten. Nach Folgerung 63 sind alle Ge-
genstandsbegriffe von B(K) in &(K) enthalten. Zu g € G gibt es folglich im Diagramm ein
kleinstes Element, das mit g beschriftet ist. An allen anderen Punkten kann das g geléscht
werden. Diese Uberlegung trifft allerdings nicht analog auf Merkmale zu. Deren Beschriftung
kann nicht einfach durch Streichen gewonnen werden. Will man auch die Merkmale kennzeich-
nen, so muss jedes Element des Geriistes untersucht werden. Ein Element (A, B) € B(Kj;)
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wird mit m gekennzeichnet, wenn es eine Bindung Iy mit t € T gibt, so dass m € Alst
gilt. Von der Menge aller mit m beschrifteten Elemente bestimmt man nun die maximalen
Elemente und 16scht m bei allen anderen.

Die Kennzeichnung der Merkmale ist der einzige Schritt, bei dem der gesamte Kontext ver-
wendet werden muss. Zeichnet man die Merkmale nicht ins Geriistdiagramm ein, so kann
dennoch der Verband der Umfinge von K abgelesen werden, der ja isomorph zu B(K) ist.

Lesart: Das erhaltene Diagramm entspricht (mit allen Linien) dem Liniendiagramm der ge-
ordneten Menge &(K). Der Begriff, der zu einem bestimmten Punkt im Diagramm gehort,
ldsst sich genauso ablesen wie im Liniendiagramm eines Begriffsverbandes. Alle Gegensténde,
mit denen ein Punkt unterhalb des Begriffes beschriftet ist, bilden den Umfang, alle Merkma-
le, mit denen ein Punkt oberhalb des Begriffes beschriftet ist, bilden den Inhalt. Anders als
in Liniendiagrammen kann man jedoch nicht alle Suprema und Infima ablesen. Nur innerhalb
einer Komponente kénnen mit Hilfe der durchgezogenen Linien Suprema bestimmt werden.

Die Abb. 5.2 zeigt einen Kontext, drei Teilkontexte mit der Uberdeckungseigenschaft, die drei
zugehorigen Begriffsverbénde — jeweils ohne das kleinste Element — das Geriist und den ge-
samten Begriffsverband. Die Elemente des Geriistes sind im Verbandsdiagramm grau gefarbt.
Fiir die drei Komponenten wurden insgesamt zwolf Begriffe ausgerechnet. Es gibt drei Paare
verschiedener Begriffe, die beim Faktorisieren identifiziert werden. Insgesamt hat das Geriist
also neun Elemente. Der zugehorige Begriffsverband hat 19 Elemente. Das angegebene Beispiel
in Abb. 5.2 ist ein homomorphes Bild des F'N5(3), dessen Geriist in [11] auf S. 66 dargestellt
ist. Der Verband F'N5(3) hat 99 Elemente, das Gertist nur 15.

Die Diagramme nach obiger Anleitung entsprechen denen, die in [11] gezeichnet werden. Die
Relation 6 entspricht hier genau der Relation # in [11], Abschn. 3. Im Unterschied zur obigen
Konstruktion werden in [11] zunéchst die Abbildungen ag (also die zu den Bindungen I,
gehorigen sup-Morphismen) durch Pfeile eingezeichnet. In einem weiteren Schritt wird dann
jedes Element an einer Pfeilspitze unter das Element am entsprechenden Pfeilanfang gezeich-
net. Elemente, die durch Doppelpfeile verbunden sind, werden mit einem Kreis umschlossen.

Bemerkung 78 Beim Zeichnen von Geriisten modularer vollstéandiger Verbéande vereinfacht
sich die Konstruktion. Nach Satz 73 sind die Komponenten des Geriistes disjunkt. Folglich ist
die Aquivalenzrelation # die Gleichheitsrelation und es brauchen keine Begriffe mit Kreisen
umschlossen zu werden.
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[ Jalb[cldlel[f]g] [ lalble]l [olcld]
I x| x|l x| x| x]|x LI x| x| 21 x|/ X
2002 x| A x| x| x| x 2| X [ /8 x|V
3l 2ol x| v X S| x4 x| /]2
N EAEAVAFAEIE [ [l 7o)

O X | X | X | X | X | X |/ 50 x| x|
6| X | X | X | X | 2| X| 6| x| ~
7 X X || X TV 2] X

Abb. 5.2: Kontext, Teilkontexte, Geriistdiagramm und Begriffsverband



6 Die Varietiat M;

In der Verbandstheorie ist der Begriff der Varietdit von groler Bedeutung (s. z. B. [7], Kap. V).
Eine Varietdt ist die Klasse aller Verbénde, die eine bestimmte Menge von Identitéiten X
erfiillen, d. h. aller Verbénde, die Modelle von ¥ sind. Gleichzeitig sind Varietidten genau
die Klassen von Verbénden, die gegen die Konstruktion von Produkten, Unterverbénden und
homomorphen Bildern abgeschlossen sind. Der Durchschnitt von Varietéten ist wieder eine
Varietat und folglich gibt es eine kleinste Varietét, die eine gegebene Klasse K von Verbédnden
enthilt. Diese wird mit Var(K) bezeichnet und kann konstruiert werden nach der Formel
(vgl. [7], Kap. V.1, Corollary 4)

Var(K) = HSP(K).

Dabei ist P(K) die Klasse aller Produkte mit Faktoren aus K, S(K) die Klasse aller Un-
terverbidnde von Verbdnden aus K und H(K) die Klasse aller homomorphen Bilder von
Verbédnden aus K.

0
M3 Do

Abb. 6.1: Die Verbéinde M3 und D>

Es sei M3 ein fiinfelementiger modularer Verband, der nicht distributiv ist, und D5 ein zweiele-
mentiger Verband (s. Abb. 6.1). In diesem Kapitel geht es um die Varietéit Mg := Var(M3), die
kleinste modulare, nicht-distributive Varietéit. Unter M3 liegen nur D = Var(Ds), die Varietit
aller distributiven Verbénde, und T, die Varietét, die gerade alle einelementigen Verbénde
enthélt (vgl. [7], S. 308). Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geht es um die Geriiste der
doppelt fundierten vollstéindigen Verbinde in Mj3. Im zweiten Abschnitt werden die doppelt
fundierten vollsténdigen Verbdnde in Mg mit Hilfe der Pfeilrelationen in den zugehorigen
bereinigten Kontexten charakterisiert.

Dafiir werden noch einige Ergebnisse aus der Universellen Algebra bzw. der Verbandstheorie
bendtigt. Zuerst wird ein bekanntes Resultat von Bjarni Jénsson (s. [9], Corollary 3.4) als
Satz 79 zitiert. Dabei bezeichnet Pg(K) die Klasse aller subdirekten Produkte von Algebren
einer Klasse K.

Satz 79 FEs sei K eine endliche Menge endlicher Algebren und fiir jede Algebra A € Var(K)
sei der Kongruenzrelationenverband Con(A) distributiv. Dann gilt:

Var(K) = PsHS(K).



6.1 Geriiste in M3 41

Der Kongruenzrelationenverband jedes beliebigen Verbandes ist distributiv (vgl. [7], Kap. I1.3,
Theorem 11). Nach Folgerung 79 ist daher jeder Verband in Mjs subdirektes Produkt von
Verbéanden aus HS(M3). Laut Satz von Birkhoff ist jeder Verband subdirektes Produkt sub-
direkt irreduzibler Verbande (vgl. [1], Kap. VIIL.8, Theorem 15) und folglich geniigt es, sich
auf subdirekt irreduzible Faktoren aus HS(M3) zu beschranken. Diese sind isomorph zu Do,
zu M3 oder einelementig. Letztere sind jedoch fiir die Konstruktion subdirekter Produkte
uninteressant. Zusammenfassend hat man:

Satz 80 Jeder Verband A € Mg ist subdirektes Produkt von Faktoren isomorph zu Do oder
zu Ms.

6.1 Geriiste in M;

In [4], Theorem 9 werden die Geriiste von endlichen subdirekten Produkten, deren Faktoren
isomorph zu D2 oder M3 sind, charakterisiert. Dabei wird eine Liste von Diagrammen ange-
geben, die diese Geriiste beschreiben. Jedes Diagramm besteht aus zwei Komponenten eines
solchen Geriistes (vgl. Abschn. 5.6). Diese Idee wird im Folgenden genutzt, um die reduzierten
Kontexte von vollstédndigen Verbédnden in M3 zu beschreiben. Um Satz 80 nutzen zu kénnen,
werden nur Begriffsverbdnde endlicher Lange betrachtet. Die vollstindig subdirekten Zerle-
gungen sind genau die subdirekten Zerlegungen und die Faktoren sind subdirekt irreduzibel
genau dann, wenn sie vollstindig subdirekt irreduzibel sind.

(M [la]b]c]

1 X D2 d
2 x (4 [ |
3 X

Abb. 6.2: Kontexte zu M3 und Dy

Die néchsten zwei Resultate liefern niitzliche Regeln zum Konstruieren von Kontexten voll-
stindig subdirekter Produkte bzw. zum schnellen Testen der Bedingungen von Satz 77. Sind
die Voraussetzungen wie in Hilfssatz 81, so lassen sich stets weitere 1l-erzeugte pfeilabge-
schlossene Teilkontexte finden, so dass diese zusammen mit K, und K; eine vollstéindig sub-
direkte Zerlegung bilden (vgl. [5], Hilfssatz 61). Folglich ist Satz 77 anwendbar und daher ist
Iy := 1IN (Gs x My) eine Bindung von Ky zu K; und Iys := I N (Gy X M;) eine Bindung von
K; zu K. Auflerdem gelten I o I;s O I und Is 0 I D 1.

Hilfssatz 81 FEs seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten, modularen voll-
standigen Verbandes und K und K; zwei voneinander verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte

von K. Sind nun (A, B) € B(K,) \ {(0%%,0%)} und (C, D) € B(Ky) \ {077, 07)}, so gilt:
Clts C B= A" ¢ D.

Insbesondere gilt fir gs € Gs und g € Gy :

Iis s I I
9" C g = 9" L g

Beweis: Die beiden Teilkontexte kénnen fiir die Bildung von Geriistkomponenten herange-
zogen werden. Nach Satz 73 sind dann die zugehérigen Komponenten von S(K) disjunkt.
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Folglich gilt (C*1,CT) # (AT, AT). Nach Regel () in Abschn. 5.6 kénnen also nicht C'ts C B
und Afst C D gleichzeitig gelten. Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit (A, B) = 7sgs
und (C,D) = ~g;- Man hat dann g]tltl“ C gl = glslslst ¢ gth. Nach Hilfssatz 32 ist

g,;’tlt[ts = I“ und glslslst = glst Damit folgt die Behauptung. =

Hilfssatz 82 Fs seien K ein reduzierter Kontext eines doppelt fundierten, modularen voll-
standigen Verbandes und K und K; zwei voneinander verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte
von K. Fir mgs € Mg und my € My gilt:

Ist I I It
my" Cmg = my & my'.

Its

Beweis: (indirekt) Annahme: Es gelten m!** C m!s und mfs C m/*. Dann hat man:

mgts C m t mftsft ) mItIt — mItsIt ) {m } — mftsftfst C mfst — mIstOIts C mISt.
Nach der Annahme gilt mlsf"lts - ml“ - mIS Nach Satz 77 ist aber auch Iy o I;s DO Is und
daher mlst°fts O m!s. Insgesamt folgt mt“ = mls. Analog hat man mlts = mIt

InL:= (G, U Gy, M, U My, Ip) mit I, ;= I N (G UGy x My U M,) gilt demnach mft = m
L ist aber eine Vereinigung von pfeilabgeschlossenen Teilkontexten von K, also selbst auch
pfeilabgeschlossen und damit vertriglich. Nach Hilfssatz 9 ist I dann auch reduziert und es
folgt ms = my. Da K; und K disjunkt sind (nach Satz 73), steht die Annahme damit im
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes. ®

Betrachtet werden nun Teilkontexte von K der Form (G;UGy, MgUM;, IN(GsUG; x MgUMy)),
also immer die Teilkontexte Ky und K; zusammen mit den Bindungen I, und I;s (vgl. Satz 77).
Damit ist folgende Aussage moglich:

Satz 83 Ist K ein reduzierter Kontext eines vollstindigen Verbandes endlicher Linge der
Varietat M3 und sind K und K; zwei verschiedene 1-erzeugte Teilkontexte von K, dann st
der Teilkontext L := (Gs UGy, Ms UMy, IN(Gs UGy X MgUM,)) durch einen der 16 Kontexte
auf S. 43 gegeben (bis auf Umbenennung der Elemente und Vertauschung von s und t).

Beweis: Die Begriffsverbénde B(K;) und B(K;) sind subdirekt irreduzibel und daher nach
Satz 80 isomorph zu M3 oder Dy. Nach Hilfssatz 9 sind K und K; reduziert und entsprechen
daher einem der beiden Kontexte in Abb. 6.2. Der Begriffsverband B(K) ist modular und
folglich sind die Teilkontexte Ky und K; paarweise disjunkt.

Gepriift werden die Bedingungen von Satz 77. Wihlt man alle weiteren 1-erzeugten Teilkon-
texte von K aus, so haben diese zusammen mit K, und K; die Uberdeckungseigenschaft. Es
bleiben also die Bedingungen mit den Bindungsprodukten. Wegen Hilfssatz 32 sind einzigen
nichttrivialen Bedingungen darunter I; C I o I;s und Iy C I 0 Iy, Fiir jede Wahl von L aus
obiger Liste sind diese Bedingungen erfiillt (8B(LL) ist also stets in M3). Folglich enthiilt diese
Liste kein iiberfliissiges Element.

Es werden nun alle anderen Méglichkeiten, Bindungen I, und I;s zu wéhlen, ausgeschlossen.
Dabei werden die Bezeichnung der Elemente und die Inzidenzrelationen der Kontexte Ky und
K; 0.B.d.A. als die der zu den Féllen gehorigen Abbildungen angenommen.

Fall 1: B(K;) = B(K;) = Dy. Der einzige ausgeschlossene Fall ist Iy; = I;s = (). In diesem
wére aber IL nicht reduziert und es folgt sofort K; = K; im Widerspruch zur Voraussetzung.
Fall 2: B(K;,) = M3 und B(K;) = Ds. Fiir die Bindung I, gibt es drei verschiedene Moglich-
keiten (bis auf Umbenennung der Elemente).
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Ly M| M;
a b
L3 M M, Ly M;
Gs | 1 X
G, 12 % abc| d d
1] x X 1 X
a1 a b Gy | 4| x x x G; | 4
Gt2 X
Ls M M, Lg M M; L~
abc| d abc| d
1] X X 1| X 1
Gs | 2 X X Gs | 2 X Gs | 2 X
3 X | X 3 X 3
Gy | 4 Gy | 4| X X X G; | 4
Lsg M M, Lo M My L1o M
abcldelf abcl|ldef a b
1| x X X X 1] x X 1] x
Gs | 2 X X X X Gs | 2 X X Gs | 2 X
3 X | X X X 3 X | X 3 X
4| X X x| X 4] X X x| X 4 X X
Gy | 5| x x x X Gy | 5| X x x X Gy | 5| X x x
6| X X X X 6| X x X X 6 X X
L1y M M, Lio M M Li3 M
abcldelf abcl|ldef a b
1| x X X X 1| x X X X 1| x
Gs | 2 X X Gs | 2 X Gs | 2 X
3 X | X 3 X 3 X
4| X X X| X 4| X X X| X 4 X X
Gy | 5| X x X X Gy | 5| x X x X Gy | 5| x X x
6| x x x X 6| X X x X 6 X X
L4 M M, L1s M M, Li6 M
abc|delf abcldef a b
1] x X 1] x X 1] x
Gs | 2 X X Gs | 2 X X Gs | 2 X
3 X 3 X X 3
4| X X X| X 4| X X X| X 4| x X
Gy | 5| x x x X Gy | 5| x x x X Gy | 5| x
6| X X X X 6| X X X X 6 | X
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Ist Iy = ), so gilt fiir jedes g € G g'st C 4't. Nach Hilfssatz 81 ist dann 4t ¢ ¢'s und folglich
hat I;s mindestens zwei Elemente. Die einzige Bindung, die das erfiillt, ist I;s = G} x Mj, also
hat man Lg.

Ist I+ = G x Mg, so kann I;s eine beliebige Bindung sein: LLg, L4y und Ls.

Es bleibt der Fall Iy = {(1,d)}. Wegen Hilfssatz 81 gilt dann 47t ¢ 2% 3%s. Folglich ist
Iis = Gy x My (also Ly) oder Iys = {(4,a)}. Bei letzterer Wahl ist dann aber 2/st°fts = {q}
und 2%s = {b} im Widerspruch zu Iy C Iy o L.

Fall 3: B(K;) = M3 und B(K;) = Ds. Identisch mit Fall 2 durch Vertauschen von s und ¢.
Fall 4: B(K,) = B(K;) = M;s. Es gibt acht mogliche Bindungen fiir Iy bzw. I;5 (bis auf
Vertauschung von Elementen):

Alde fl[Blde fl[Clde fl[D]de fI[Elde fi[Flde fl]/G|de fllH|d e f
1 1 [x 1 [xxx||1]x 1 [xxx||1]x 1[x 1 [xxx
2 2 2 2 |x 2 X 2| X 2] x 2 XXX
3 3 3 3 |x 3 X 3 3 X|| 3 |X XX

Alle acht Varianten mit I; = H sind in der Liste aufgefiihrt: Lg — L15. Da die Situation fiir
s und t symmetrisch ist, braucht Bindung H auch fiir I;s nicht mehr betrachtet zu werden.
Fir Iy = A folgt sofort I;s = H nach Hilfssatz 81. Folglich braucht auch A nicht mehr
betrachtet zu werden.

Fiir Iy, = F folgt 41t ¢ 215 3% nach Hilfssatz 81. Folglich ist 4/st = {a} oder 4%t = {a,b,c}.
Da 2fstolts = 4lts gilt, folgt wegen Iy o I;s O Iy und 2/s = {b} dann 4%t = {a,b,c}. Analog
folgert man mit Hilfssatz 82 a’ts ¢ elt) fIt und mit {5} = elt C elts°lst = glts auch alts =
{4,5,6}. Fiir I;5 bleibt daher nur noch Bindung E, was zu LLj¢ fithrt. Auch E braucht nun
nicht weiter betrachtet zu werden.

Fiir Iy = B oder Iy = C gilt nach Hilfssatz 82 alts g dlt elt, flf. Folglich hat a’ts mindestens
zwei Elemente. Die einzige Bindung, die fiir I;s noch moglich ist, ist D. Dann ist jedoch
{b} =25+ ¢ {a} = 21st°Tts im Widerspruch zu Iy C Iy o Its. Es entfallen also B und C fiir die
weitere Betrachtung.

Fiir I,; = D ist wieder nach Hilfssatz 81 4’* mindestens zweielementig. Keine der verbliebenen
Bindungen kommt daher fiir I;; in Betracht.

Fiir Iy = F oder Iy = G gilt wegen I, C Iy o Is : {a} = 115 C 11st°lts = 4lts Da fiir I,
bereits alle Bindungen auBer F' und G ausgeschlossen sind, folgt 4%t = {a} im Widerspruch
zu Hilfssatz 81, denn man hat 11st C 41t und 41+ C 175,

Damit wurden alle Kombinationen von Bindungen, die nicht in der Liste stehen, ausgeschlos-
sen. ®m

Mit Hilfe dieser Liste kann die Konstruktion von Kontexten zu vollstdndigen Verbénden in
M3 vereinfacht werden. Es ist allerdings nicht moglich, Teilkontexte der Liste ohne weitere
Priifung beliebig zu kombinieren, da in Satz 83 keine Aussage iiber das Bindungsprodukt
I, o I fiir paarweise verschiedene r, s,t gemacht wird.

6.2 Pfeilrelationen in M;

In diesem Abschnitt wird ein anderer Zugang genutzt, um die bereinigten Kontexte von
Verbénden aus M3 zu beschreiben. Das Kriterium fiir die Zugehorigkeit eines Begriffsverban-
des zu M3 wird die Anzahl von Pfeilen pro Zeile und Spalte im Kontext sein. Dazu werden
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Abb. 6.3: Diagramme einiger Verbénde

einige weitere Sitze aus der Verbandstheorie benotigt. Abb. 6.3 zeigt die Verbdnde, die dabei
eine Rolle spielen.

Satz 84 ist ein Resultat von Bjarni Jénsson ([10], Theorem 1) und charakterisiert eine Klasse
von Varietdten modularer Verbénde, zu der auch M3 gehort. Folgerung 85 entspricht [10], Co-
rollary 9.

Satz 84 Fiir jede Varietit V modularer Verbinde sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
1. M3z ¢ V.

2. Jedes Element von 'V ist subdirektes Produkt von Verbdinden der Ldnge zwei oder weni-
ger.

3. Die Ungleichung a A (bV (cANd)A(cVd)) <bV(aAc)V (aAd) gilt in V.

Folgerung 85 Im Verband der Varietiten modularer Verbinde hat Ms genau zwei obere
Nachbarn, My = Var(My) und Mgzg := Var(Msz3). Jede Varietdt, die Mg echt enthilt,
enthdlt dann auch My oder M3 3.

Satz 86 Fs sei K ein bereinigter Kontext eines vollstindigen Verbandes V' aus der Varietdit
Mjs. Dann gibt es zu jedem Gegenstand g € G hochstens zwei verschiedene Merkmale m,n €
M, so dass g ,/* m und g /*n gilt. Ebenso gibt es zu jedem Merkmal m € M hdchstens zwei
verschiedene Gegenstinde g, h € G, so dass g ,/* m und h /' m gilt.

Beweis: (indirekt) Annahme: V erfiillt alle genannten Voraussetzungen und es gibt drei von-
einander verschiedene Merkmale m,n,p € M mit g ,/* m, g /*n und g ,/* p.

Wegen der angenommenen Pfeilrelationen sind m,n,p und g in K irreduzibel (vgl. [5], Hilfs-
satz 13). Die Menge E := {um, un, up,vg} erzeugt in V einen Unterverband U. Dieser liegt
dann auch in M3 und nach Satz 80 existieren Verbéinde V; mit V; & M3 oder V; = Dy (t € T)),
so dass U subdirektes Produkt der V; ist. Der Einfachheit wegen wird vorausgesetzt, dass
jeder der Faktoren genau einem der beiden Diagramme aus Abb. 6.1 mit der entsprechen-
den Beschriftung entspricht, also V; = Mj3 oder V; = Dy fiir t € T gilt. Zu einem Faktor V;
bezeichne m; : U — V;, u — mu =: u; den Projektionshomomorphismus. Jedem Element
u € U ist dadurch eindeutig ein Tupel (u;)ier zugeordnet. AuBerdem kann vorausgesetzt
werden, dass kein Faktor im subdirekten Produkt redundant ist, d. h., fiir s,t € T existiert
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kein Verbandsisomorphismus ¢ : Vs — V; mit pmze = me fiir alle e € E. Insbesondere ist
T damit endlich, da es nur endlich viele verschiedene Moglichkeiten gibt, den vier Erzeugern
aus F je ein Element von Mg bzw. Dy zuzuordnen. Diese Menge solcher Zuordnungen wird
im Weiteren betrachtet und eingegrenzt:

Zum einen muss gewihrleistet sein, dass fiir ¢ € T die Projektion m, : U — V; surjektiv
ist. Dazu muss {(um)¢, (un)e, (up)t, (79):} ein Erzeugendensystem von V; sein. Fiir V; = M3
bedeutet das m[E] 2 {x,y, 2}, fiir V; = Dy heifit das m[E] = {0,1}.

Zum anderen folgt aus g ,* m nach Hilfssatz 15: (vg)« = um A vg. Analoges gilt fiir n und p
und mit der Projektion m; erhilt man die Gleichung:

(vg)e)e = (um)e A (vg)e = (pn)e A (vg)e = (un)e A (79)1- (6.1)

Fiir V; = Mj3 folgt daraus 1 ¢ m[E]. Man hitte sonst m[E] = {x,y, 2,1}, womit sich die
Gleichung nicht erfiillen ldsst. Fiir V; = Dj folgt (um): = (un): = (up): = 0 aus (vg): =
Tab. 6.1 zeigt alle moglichen Kombinationen, den Erzeugern aus E Projektionsbilder in M3
oder Dy zuzuordnen, so dass beide Zuldssigkeitsbedingungen erfiillt sind - bis auf Vertau-
schung der Elemente z,y und z, was aber zu redundanten Faktoren fiihrt.

t | Ve | (wm)e | (pn)e | (pp)e | (79)e
1 T T Y z
2 T Y T z
3 Y T T z
4 | Ms 0 x Y z
5 x 0 Y z
6 T Y 0 z
7 x Y z 0
8 1 1 1 0
9 1 1 0 0
10 1 0 1 0
11 | Do 1 0 0 0
12 0 1 1 0
13 0 1 0 0
14 0 0 1 0
15 0 0 0 1

Tab. 6.1: Die moglichen Faktoren von U

Die Indexmenge T kann demnach als Teilmenge von {1,...,15} gewihlt werden. Das kleinste
Element von U ist (0)ier = pm A pun A up Avg = (vg)«. Da vg > (7g)« ist, gibt esein t € T
mit (yg): # 0. Also muss 7' mindestens einen der Indizes 1 bis 6 oder 15 enthalten.

Es seien a,b € {m,n,p}. Dann folgt aus g ,* a nach Hilfssatz 15 pa # (pa)* = pa Vg € U.
Daher ist (pua)* auch in U der einzige obere Nachbar von pa. Da pa V ub > pa gilt, hat man

Va,b € {m,n,p}: paV pb=pa oder paV pub> paVyg. (6.2)
Fiir zwei voneinander verschiedene Merkmale a,b € {m,n,p} mit

(pa): V (vg): > (pa)s V (ub): < (ub)e V (v9)s (6.3)
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folgt pa = pa Vv pub = pb. Da K bereinigt ist, steht dies im Widerspruch zur Voraussetzung.
Fiir (pa); = (ub)r # (vg)r und (vg)¢ # 0 erhilt man stets 6.3. Folglich entfallen die Indizes
1, 2, 3 und 15. Fiir t € {4,5,6} gibt es stets ein Merkmal a mit (pa); = 0. Fiir jedes andere
Merkmal b sind dann vg V pa und pub V pa unvergleichbar. Dies steht im Widerspruch zu 6.2.
Es bleibt kein Index ¢ iibrig, fiir den (yg); # 0 gilt. Damit ist die Annahme widerlegt. Dual
zeigt man die Aussage iiber Doppelpfeile bei Merkmalen. =

Fiir die Umkehrung des Satzes wird die Theorie projektiver Verbinde und projektiver Co-
ver benutzt. Die Definitionen dafiir werden aus [2], Abschn. 2 iibernommen. Satz 90 ist ein
Spezialfall von [2], Theorem 5.1.

Definition 87 Es sei K eine Varietét von Verbéinden und V' € K. V heifit projektiv in K, falls
fiir beliebige Verbdnde Wy, W2 € K und jeden surjektiven Homomorphismus ¢ : Wi — W
und jeden Homomorphismus ¢ : V. — W5 ein Homomorphismus ¢ : V — W existiert, so

dass @ o vﬁ =1 gilt.

Hilfssatz 88 Ist K eine Varietdit von Verbinden und ist V € K projektiv in K, so gibt es zu
jedem surjektiven Homomorphismus ¢ : W — V mit W € K einen Unterverband S von W
mit S =2V und p[S] =V.

Beweis: Es sei 1) : V — V der identische Homomorphismus. Da V projektiv in K ist, existiert
ein Homomorphismus ¢ : V. — W mit ¢ o ¢ = 9. Setzt man S := [V], so ist S ein
Unterverband von W und es ist V = 9[V] = p[)[V]] = ¢[S]. Da o) auBerdem die Identitit
auf V ergibt, ist ¢ injektiv und damit ein Isomorphismus zwischen S und ¢[S]. =

Definition 89 Es sei K eine Varietdt von Verbénden, VW € K und w : V. — W ein
surjektiver Homomorphismus. (V,w) heiit Cover von W in K, falls fiir jeden Verband U € K
und jeden Homomorphismus 7 : U — V gilt: Ist w o 7 surjektiv, so ist auch 7 surjektiv.
(V,w) heiit projektives Cover von W, falls V' zusitzlich projektiv in K ist.

Satz 90 FEs sei w : ]\7.[373 — M3 3 der eindeutig bestimmte, surjektive Homomorphismus. In
der Varietdt aller Verbdande ist (Ms3,w) ein projektives Cover von Ms3 3.

Mit der Bezeichnung aus Abb. 6.3 ist der Homomorphismus aus Satz 90 gegeben durch

z firv==z
w:M3,3—>M3,3:v—> y firv=y

v sonst.

Folgerung 91 Ist M ein Verband und ¢ : M — My 3 ein surjektiver Homomorphimus, dann
ezistiert ein Unterverband S von M mit o[M] = Ms3 und S = M3 3 oder S = Ms 3.

Beweis: Da ¢ : V. — Ms 3 surjektiv ist und Ms 3 projektiv, existiert ein Homomorphismus
@: Mss — M mit pow = w. Es sei S := &[Mj3]. Dann ist S ein Unterverband von M und es
ist [S] = QOO(I)[M&?,] = w[M&g] = M33. ]\_4373 hat bis auf Isomorphie nur vier Faktorverbénde:
Mg,g, M3 3, Dy und den einelementigen Verband. S ist also isomorph zu einem dieser vier
Verbénde und, da ¢[S] = M3 3 gilt, bleibt fiir S nur S = ]\7[373 oder S = M3z3. m

Schliefilich wird mit dem folgenden Hilfssatz noch [4], Lemma 4 zitiert.
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Hilfssatz 92 Es sei M? die Varietit, die von allen modularen Verbinden der Linge zwei
erzeugt wird. Dann ist My projektiv in M2, d. h., fir jeden surjektiven Homomorphismus
©: M — My mit M € M? existiert ein Unterverband S von M mit S = My und ¢[S] = My.

Satz 93 Es sei K ein bereinigter Kontext eines modularen, doppelt fundierten vollstindigen
Verbandes V. Gilt fiir jeden Gegenstand g € G |{m € M | g /" m}| < 2 oder fiir jedes Merkmal
meM [{geG|gy m} <2, dann ist V ein Element der Varietit Ms.

Beweis: Gezeigt wird die Aussage fir den Fall [{m € M | g ,/* m}| < 2 fiir alle g € G.
Wegen Folgerung 85 und weil M3 die kleinste modulare Varietét ist, gilt Var(V') O Var(Ms3 3),
Var(V) O Var(My) oder V € Mj. Die beiden Inklusionen werden im Folgenden widerlegt.
Annahme: Var(V) D Var(Msz3). D. h. M33 € HSP(V). Nach Hilfssatz 91 hat man daher
Mjs3 € SP(V) oder M3 3 € SP(V). Beide Fille werden ausgeschlossen:
Es sei zunéchst P eine direkte Potenz von V', die einen Unterverband .S enthélt mit S = ]\_43,3.
Die Elemente von S seien wie in Abb. 6.3 bezeichnet. Aulerdem sei Kp der zu P gehorige
Summenkontext, wobei jeder Summand K entspricht. Kp ist bereinigt.
Nach Satz 3 ist mit V auch P doppelt fundiert. Folglich kann ein Element s € P minimal
gewihlt werden beziiglich der Eigenschaften s < a und s € w. Ist s = sup @ fiir Q@ C P, so
existiert ein Element ¢ € @ mit ¢ £ u - sonst wire s = sup@ < w. Dann gilt ¢ < s < a
und aus der Minimalitéit von s folgt s = ¢ € Q. Folglich ist s sup-irreduzibel in P und damit
Gegenstandsbegriff eines irreduziblen Gegenstandes g aus Kp; es gilt s = vg.
Die folgende Konstruktion eines Merkmals m, kann anhand von Abb. 6.4 nachvollzogen wer-
den. Da ¢ irreduzibel ist, hat man vg > (yg). =: s. und somit auch s, < u und damit
s Au = s,. Das Intervall [s,, s] ist demnach zu [u, s V u] aufwérts perspektiv. Nach dem Iso-
morphiesatz fiir perspektive Intervalle (Satz 14) ist sV u oberer Nachbar von u. Das Intervall
[u, a] ist aufwirts perspektiv zu [z, v] und wegen s < a ist sV u € [u,a]. Wiederum aus dem
Isomorphiesatz folgt: s, := sV uVz=sVz € [z,v] ist oberer Nachbar von z.
In der Menge M, := {m € Mp | pm > z,um # v,m irreduzibel} wird nun ein Merkmal
m, bestimmt, fiir das g ,/* m, gilt. M, ist nicht leer, da v > z. Fiir jedes beliebige Merkmal
m € M, gilt

SZ>ZUmMAS>2AS>UNS= S

Wegen der Nachbarschaftsbeziehung zwischen s und s, ist daher pmAs = s oder ymA s = s,.
Nimmt man fiir alle m € M, um > s an, so folgt

z=inf{um | m € Mp,um > z}
= inf{gm | m € Mp, pm > v} Anf{pm | m € Mp, pm # v, pm > z}
= v Ainf p[M,]
>UANS=s.

Somit wire z = sV z = s, im Widerspruch zur oben gefolgerten Nachbarschaftsbeziehung
zwischen z und s,. Folglich existiert ein Merkmal m, € M, mit ym, A s = s, also ym, Ayg =
(79)«. Aus Hilfssatz 15 folgt g ,~ m, und, da P modular ist, auch g ,/* m, (vgl. Beweis von
Hilfssatz 16).

Ganz analog konstruiert man ein Merkmal m, € M, := {m € Mp | pm > y,um *
v, m irreduzibel} mit g ,/* m,,.
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Abb. 6.4: Skizze zu Satz 93

Da [u,a] aufwirts perspektiv zu [b, Z| ist, kann man auch einen oberen Nachbarn s, € [b, Z]
von b konstruieren (gleiches Verfahren wie bei s, mit [b, Z], statt [z,v]). Man findet damit
wieder ein Merkmal my, € My, := {m € Mp | wpm > b, um # &, m irreduzibel} mit g,/ my,.
Diese drei Merkmale sind paarweise verschieden. Wére m, = m,, so hitte man m, € M,NM.,
damit pm, > z Vy = v und folglich m, ¢ M,. Aus m, = m;, folgte my € M, N M,, damit
pm; > &V z = v und wieder m, ¢ M,. Analog fithrt m, = m; zu my ¢ M,,.

Im Kontext Kp hat g hat also drei Doppelpfeile. Da Kp ein Summenkontext ist, miissen alle
drei Pfeile in einem Summanden vorkommen, also in K. Dies widerspricht der Voraussetzung
und folglich ist die Annahme Mj 3 € SP(V) widerlegt.

Mit dem gleichen Vorgehen zeigt man, dass es auch keine direkte Potenz von V' geben kann,
die M3 3 als Unterverband enthélt (man wahlt dabei x statt z). Folglich ist M35 ¢ HSP(V)
und somit Var(V) 2 Var(Ms3).

Annahme: Var(V') O Var(My). D. h. My € HSP(V). Wegen M3 3 ¢ Var(V) und Satz 84 ist
jeder Verband in Var(V') subdirektes Produkt von Verbéinden der Lénge zwei oder weniger,
also Var(V) C 92, Aus My € HSP(V) folgt nach Hilfssatz 92 My € SP(V). Also gibt
es eine direkte Potenz P von V, die M, als Unterverband enthélt. Dieser sei bezeichnet
wie in Abb. 6.3. In Analogie zum obigen Vorgehen sei Kp der Summenkontext zu P mit
den Summanden K. Es gibt einen irreduziblen Gegenstand g € Gp, so dass s := g ein
minimales Element von V' ist beziiglich der Eigenschaften s < a und s £ u. Ebenfalls findet
man drei verschiedene Merkmale my, € M, := {m € Mp | pm > b, pm # v, m irreduzibel},
me € Me:={m € Mp | pm > ¢, um # v,m irreduzibel} und mg € My := {m € Mp | pm >
d,um # v, m irreduzibel} mit g ,/* my, g /" m. und g /" mg. Da Kp ein Summenkontext ist,
gehoren alle drei Merkmale zum gleichen Summanden und damit hat g drei Doppelpfeile in
K im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist auch die zweite Annahme widerlegt und es
folgt: Var(V)) C Mg, also V € Ms.

Dual folgt die Aussage fiir die Merkmale. m

Zusammen fiihren die Séitze 86 und 93 nun zur gewiinschten Charakterisierung aller doppelt
fundierten vollstdndigen Verbénde in der Varietédt Ms.
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Satz 94 Es sei K ein bereinigter Kontext eines modularen, doppelt fundierten vollstindigen
Verbandes V. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. V € Ms.
2.VNgeG:|{me M|g,/m} <2.

3. VYmeM:|{geG|g,/ m}| <2.

Beweis: Aus 1. folgen nach Satz 86 die Bedingungen 2. und 3. Umgekehrt folgt 1. sowohl aus
2. wie auch aus 3. nach Satz 93. =

Bemerkung 95 Eine analoge Charakterisierung fiir Var(My) und weitere Varietéten ist nicht
einfach moglich. Z. B. ist M3 3 ¢ Var(My). Jedoch hat ein bereinigter Kontext von Mz 3 pro
Zeile und Spalte hochstens drei Doppelpfeile, wie man im nachstehenden Kontext sieht.

Nl XN =
NN X || o

N XX ININ| =

NN X | X | X || o




7 Fazit und offene Probleme

In dieser Arbeit wurde das verbandstheoretische Konzept des Geriistes fiir doppelt fundier-
te vollstdndige Verbénde adaptiert. Die Konstruktion aus dem Kontext heraus geschah allein
mit Methoden der Formalen Begriffsanalyse. Durch das Verbinden der Begriffsanalyse mit der
Theorie projektiver Intervalle konnten auch spezielle Eigenschaften fiir die Geriiste modularer
Verbénde gezeigt werden. Die bei der Geriistkonstruktion verwendeten Bindungen und de-
ren Zusammenhang zu sup- bzw. inf-Morphismen wurden genutzt, um Kontexte subdirekter
Produkte zu beschreiben. Konkrete Anwendung fanden diese in Kap. 6, in dem eine Liste von
,Bausteinen“ zur Konstruktion der Kontexte zu doppelt fundierten vollstéindigen Verbinden
der Varietdt M3 angegeben ist. Schliefilich wurde auch eine Charakterisierung der bereinigten
Kontexte dieser Verbénde vorgestellt, deren Beweis allerdings nicht nur auf Argumente der
Formalen Begriffsanalyse gestiitzt ist. Den Abschluss der Arbeit bildet folgende Liste von
Fragestellungen und offenen Problemen:

1. Geriiste von Kontexten - Ausblick

Die Resultate aus [11] sind weitgehend in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse iibersetzt.
Es fehlt die Beschreibung der abgeschlossenen Mengen paarweise unvergleichbarer, subirre-
duzibler Elemente aus [11], Abschn. 2 und die Ubersetzung der damit verbundenen Resulta-
te. Offen bleibt auch die Frage nach einer Verwendung des Gertistes zur Konstruktion von
Begriffsverbanden aus dem Kontext. Bei der Konstruktion des Geriistes zu einem Kontext
K verzichtet man auf die Berechnung aller Begriffe des Ausgangskontextes und beschriankt
sich auf die Berechnung der Begriffsverbéinde einer Menge von Teilkontexten. Je kleiner die
l-erzeugten Teilkontexte sind, desto leichter konnen die zugehorigen Begriffskomponenten
berechnet werden. Soll trotzdem der gesamte Begriffsverband 2B (K) konstruiert werden, so
kann dieser nun aus dem Geriist durch Bildung aller Suprema, durch Berechnung des Ideal-
verbandes oder durch Berechnung aller abgeschlossenen Mengen paarweise unvergleichbarer,
subirreduzibler Elemente nach [11], Satz 2.2 bestimmt werden. Fiir Kontexte mit kleinen
1-abgeschlossenen Teilkontexten konnte so moglicherweise ein Konstruktionsalgorithmus fiir
B(K) gefunden werden, der schneller arbeitet als bisher bekannte Algorithmen. Fiir Kon-
texte, die sich nur wenig in Teilkontexte zerlegen lassen (insbesondere 1-erzeugte Kontexte),
konnen die bisherigen Algorithmen allerdings nicht durch die Geriistidee verbessert werden.
Das Geriist eines 1-erzeugten Kontextes K ist namlich stets B(K) \ {(#7,07)}.

2. Ketten 1-erzeugter Teilkontexte

Satz 71 legt nahe, zur Konstruktion des Geriistes moglichst wenige kleine 1-erzeugte Teilkon-
texte zu verwenden, da zu jeder Komponente der Begriffsverband berechnet werden muss.
Hat man eine Menge l-erzeugter Teilkontexte K; (t € T) mit der Uberdeckungseigenschaft
und ist K, € Ky mit r,s € T, so haben die Teilkontexte K; (¢t € T \ {r}) ebenfalls die
Uberdeckungseigenschaft und daher braucht der Begriffsverband zu K, nicht berechnet zu
werden. Fir endliche Kontexte ist es somit sinnvoll, zur Geriistkonstruktion stets nur die
maximalen 1-erzeugten Teilkontexte zu verwenden, also solche, die nicht echt in einem an-
deren 1-erzeugten Teilkontext enthalten sind. Soll das Geriist zum Beweis von Sétzen iiber
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vollstéandige Verbédnde verwendet werden, so kann es interessant sein, auch das Geriist von
unendlichen Kontexten zu konstruieren. Dies fiihrt zur Frage: Gibt es einen doppelt fundierten
Begriffsverband, dessen Standardkontext eine Kette von 1-erzeugten Teilkontexten enthdilt, in
der jeder Teilkontext seinen Vorginger echt enthdlt, die kein maximales Element hat?

3. Vollstiandige Verbinde und Varietéiten

In Kap. 6 werden die doppelt fundierten vollstindigen Verbédnde der Varietéit Mg anhand
ihrer bereinigten Kontexte charakterisiert. Es wire nun interessant, auch andere Varietdten
auf ihre vollstdndigen oder doppelt fundierten vollstdndigen Verbénde hin zu untersuchen. Es
sei Vary (K) die Klasse aller vollstdndigen Verbénde der Varietidt Var(K) fiir eine Klasse K von
Verbénden. Hilfssatz 96 macht deutlich, dass man (fast) immer Unterklassen von Varietéten
betrachtet, da Var,(K) C Var(K) gilt.

Hilfssatz 96 Die einzige Varietdt von Verbinden, die nur vollstindige Verbinde enthdlt, ist
die Varietdt aller einelementigen Verbdinde.

Beweis: Der Verband Ds gehort zu jeder Varietéit von Verbdnden, die nicht nur einelemen-
tige Verbénde enthilt. Es geniigt also, in Var(Ds) einen Verband zu konstruieren, der nicht
vollsténdig ist. Mit Dy gehort auch das Produkt V = [[g D2 = {(a; | i € R) | a; € {0,1}}
zu Var(Dsy). Die Menge S := {(a; | i € R) | Ir e R : a; = 0 <= i < r} bildet einen
Unterverband von V, gehort also zu Var(Ds). S ist jedoch kein vollsténdiger Verband, da
z.B.supS=(1]ie€R)¢S. =

Beim Beweis von Aussagen iiber Varietdten benutzt man haufig das HSP-Theorem:
HSP(K) = Var(K),

wobei K eine Klasse von Algebren ist (vgl. [7], Kap. V.1, Corollary 4). Um solche Bewei-
se auch fiir vollstédndige Verbéinde zu adaptieren, lige es nahe, Operatoren S, und H, zu
benutzen. Dabei sei S,(K) die Klasse aller vollsténdigen Unterverbénde der Elemente von
K und H,(K) die Klasse aller Bilder vollstandiger Homomorphismen von Elementen aus
K. Ein dhnlicher Operator fiir Produkte braucht nicht erkldrt zu werden, da Produkte von
vollstdndigen Verbinden stets vollstindig sind. S, und H, sind Hiillenoperatoren auf der
Klasse aller vollstindigen Verbidnde. Auflerdem ist H,S,P(K) abgeschlossen gegen Bilder
vollstéandiger Homomorphismen, gegen vollstédndige Unterverbénde und Produkte. Ist K eine
Menge vollsténdiger Verbénde, so gilt offensichtlich H,S,P(K) C Var,(K). Offen ist aber die
Frage: Gibt es in Vary(K) einen vollstindigen Verband, der nicht zu H,S,P(K) gehort?
Ein weiteres Problem stellt die Modellierung in Kontexten dar. In doppelt fundierten Kontex-
ten entsprechen die Vollhomomorphismen den vertréglichen Teilkontexten (vgl. [5], Satz 11).
In beliebigen Kontexten gilt dies allerdings nicht. Man kann jedoch Bindungspaare verwenden,
um Vollhomomorphismen mit Kontexten zu beschreiben. Dennoch sind viele hilfreiche Resul-
tate auf doppelt fundierte Begriffsverbénde beschrinkt. Wie in Kap. 6 kénnte man versuchen,
nur die doppelt fundierten vollstéindigen Verbéinde einer Varietéit zu untersuchen.

Hilfssatz 97 Die einzige Varietdt von Verbinden, in der alle vollstindigen Verbinde doppelt
fundiert sind, ist die Varietdt aller einelementigen Verbinde.

Beweis: Analog zum Beweis von Hilfssatz 96 geniigt es, in Var(Dj) einen vollstdndigen
Verband zu konstruieren, der nicht doppelt fundiert ist. Mit D2 gehort auch das Produkt
V=1IgD2={(a; | i € R) | a; € {0,1}} zu Var(D3). Betrachtet wird die Menge

S={(ai|ieR)|aj=0=Vi<j:a;=0undaj=1=Vi>j:a =1}
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S ist offensichtlich eine Teilmenge von V. AuBerdem gehoren zu S sowohl sup® = (0 | i € R)
und inf ) = (1 |7 € R). Gemeint sind dabei stets Infimum und Supremum in V. Es ist

inf (af |1 € R) = (inf o | i € R),
wobei T' eine nichtleere Indexmenge sei. Ist infcp a§- = 0 an einer Stelle j, so existiert ein
s € T mit af = 0. Demnach gilt a = 0 fiir alle i < j und damit infier af = 0. Ist infier al = 1
an einer Stelle j, so gilt aé = 1 fiir alle t € T. Demnach ist fiir alle ¢ > j : a! = 1 und
damit infieral =1. S ist also gegen beliebige Infima abgeschlossen. Dual folgert man die
Abgeschlossenheit gegen Suprema. S ist daher ein vollstdndiger Unterverband von V und
somit ebenfalls ein Element von Var(D3).
Annahme: S ist doppelt fundiert. Es seien = (0 | i € R) und y = (1 | i € R). Es sei nun
s = (s; | € R) € S minimal beziiglich der Eigenschaften s < y und s £ z. Erfiillt werden
diese Eigenschaften von allen Elementen von S aufler von x selbst. Es existiert also ein Index
[l € Rmit s; =1. Setzt man t = (¢; | i € R) mit ¢; = 1 fir ¢ > [ und ¢; = 0 fiir ¢ < [, so gilt
teS, t<y,t<xundt<sim Widerspruch zur Minimalitéit von s. Die Annahme ist daher
falsch. m

Das Beispiel im Beweis von Hilfssatz 96 zeigt, dass bereits S,P(K) vollstindige Verbénde
enthélt, die nicht doppelt fundiert sind, auch wenn K selbst eine Menge doppelt fundierter
vollstdndiger Verbdnde ist. Insbesondere ist gezeigt, dass sich doppelte Fundiertheit nicht
auf vollstédndige Unterverbédnde vererbt. Doppelt fundierte vollstdndige Verbdnde koénnen
vollsténdig subdirekt zerlegt werden in vollstdndig subdirekt irreduzible Faktoren. Folglich
sind besonders die vollstdndig subdirekt irreduziblen vollstdndigen Verbénde einer Varietét
von Interesse und damit die Frage: Gibt es einen vollstindig subdirekt irreduziblen, doppelt
fundierten vollstindigen Verband in Var(K), der nicht subdirekt irreduzibel ist? Ist diese Frage
positiv zu beantworten, so hétte ein solcher Verband eine unendliche Grundmenge und damit
auch einen unendlich grofien 1-erzeugten Kontext.

4. Geriiste als partielle Halbverbinde mit Komponenten
In Abschn. 5.4 wurden in Anlehnung an [4] die Komponenten des Geriistes eingefiihrt. In [4]
geschieht dies fiir Verbénde endlicher Lénge noch etwas allgemeiner.

Definition 98 Es sei R eine Klasse von V-Halbverbidnden und S ein partieller V-Halbver-
band. Man nennt S einen partiellen R-Halbverband mit Komponenten Ly (t € T'), wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. VteT : L € R

2. 8 =User Ls;

3.aVb=cfiras#c+#0bin S genau dann, wenn es ein t € T und a,b € L; gibt mit
a<c>b>b,celyundaVib=c. ¢

In [4], Theorem 6 wird dann gezeigt, dass das Gertist eines Verbandes endlicher Lénge fiir
geeignetes R stets ein partieller K-Halbverband mit Komponenten L; (¢t € T') ist. Folglich
gilt dies auch fiir das Geriist eines Kontextes. Die Komponenten entsprechen dabei wie in
Abschn. 5.4 den V-Halbverbinden

Ly ={(CcH,chy|(c,ct) e BK,),Clt # MY, (teT).
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Da das Geriist auch zu Kontexten von doppelt fundierten vollstéindigen Verbdnden beliebi-
ger Linge konstruiert werden kann, liegt eine Verallgemeinerung von Definition 98 nahe. Die
ersten beiden Bedingungen lassen sich ohne Probleme auf vollstdndige Verbénde iibertragen.
Schwieriger ist die dritte Bedingung. In Verbéanden endlicher Lange lassen sich beliebige Su-
prema immer durch Suprema iiber endliche Mengen ausdriicken und damit auf die Supremum-
Operation V zuriickfiithren. Dieser Vorteil entfllt nun und folglich miisste die dritte Bedingung
auch beliebige Suprema charakterisieren. [4], Theorem 6 beschreibt nicht nur Geriiste als par-
tielle R-Halbverbénde, sondern charakterisiert sogar diejenigen partiellen f-Halbverbdnde, die
isomorph zum Geriist eines Verbandes endlicher Lénge sind. Eine Formulierung der dritten
Bedingung fiir vollstdndige Verbénde sollte daher so gewéihlt werden, dass sich ein dhnlicher
Charakterisierungssatz formulieren lidsst. Ebenfalls hilfreich wire es, die Bedingung auf der
Ebene der Kontexte zu formulieren. Damit kénnte Satz 83 nicht nur als Beschreibung von
Teilkontexten, sondern analog zu [4], Theorem 9 als Charakterisierung formuliert werden. Zu
einem Kontext K mit (nicht notwendigerweise vertréglichen) Teilkontexten K; (¢ € T') miisste
man angeben kénnen, ob

i@, chic,c") e B(Ky),C" # My}

teT
die drei (neuen) Bedingungen erfiillt.

5. Konstruktion eines Kontextes zu einem gegeben Pfeilbild

Satz 93 besagt fiir Kontexte modularer, doppelt fundierter vollstindiger Verbénde, dass die
zugehorigen Begriffsverbéinde zu M3 gehoren, wenn pro Zeile und Spalte héchstens zwei Dop-
pelpfeile stehen. Der Beweis nutzt Sétze tiber projektive Verbdande. Aus begriffsanalytischer
Sicht wére ein anderes Vorgehen naheliegender. Da doppelt fundierte vollstdndige Verbénde in
vollstandig subdirekt irreduzible Faktoren zerlegt werden kénnen, haben die zugehétrigen re-
duzierten Kontexte 1-erzeugte Teilkontexte mit der Uberdeckungseigenschaft. Es geniigt also
herauszufinden, welche 1-erzeugten pfeilabgeschlossenen Kontexte hochstens zwei Doppelpfei-
le pro Spalte und Zeile haben, und nachzuweisen, dass die zugehorigen Begriffsverbéinde zu M3
gehoren oder aber nicht modular sind. Pfeilbilder dieser 1-erzeugten Kontexte sind entweder
Ketten oder Kreise der Form:

g1 mi g2 me S g S

Endliche Ketten oder Kreise fithren zu endlichen subdirekt irreduziblen Verbédnden. In Mj
sind das nur M3 und D,. Es miisste dann z. B. gezeigt werden, dass die Begriffsverbéande
von endlichen 1-erzeugten Kontexten, deren Ketten mehr als drei Gegenstédnde beinhalten,
nicht zu Mj gehoren. Dazu wire es hilfreich, vom Pfeilbild auf den Kontext schlieflen zu
kénnen, um einen Widerspruch z. B. zum modularen Gesetz zu finden. Also: Wie bestimmt
man alle Kontexte, deren Pfeilgraphen einen gegeben Pfeilgraphen enthalten bzw. mit diesem
ibereinstimmen? FEinige Resultate dazu findet man in [6], im Kapitel On context patterns
associated with concept lattices. Z. B. besagt Corollary 3 (ebd.), dass jeder beliebige Pfeilgraph
realisiert werden kann, d. h., es gibt einen Kontext, dessen Pfeilgraph diesen Graphen enthiilt.
Vermutung: In einem reduzierten Kontext K mit genau zwei Doppelpfeilen pro Zeile und
Spalte gilt gF m < g,/ m fiir g € Gund m € M.

Tréfe die Vermutung zu, so liele sich der Beweis von Satz 93 abkiirzen. Der Begriffsverband
von einem reduzierten Kontext mit mehr als drei Gegensténden und mehr als drei Merkmalen
und genau zwei Pfeilen pro Zeile und Spalte wére dann stets nicht modular.
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Hat man ndmlich dann folgendes Pfeilbild:
S ma S gL e 9o me S 933 ma S gan s

fiir Gegenstéinde g1, g2, 93,94 € G und Merkmale mg, my, me, mqg € M, so bilden die Begriffe
Yg1NYG3, Y91, Y91 VY G2, Y93 und vg1 VygaVygs einen Unterverband isomorph zu N5 (Pentagon)
im Widerspruch zur vorausgesetzten Modularitit (vgl. [7], Kap. II.1, Theorem 2).

6. Ubertragung von [4] in die Sprache der Formalen Begriffsanalyse

In [4] wird ein Satz iiber Verbénde mit Hilfe von Geriisten bewiesen. Dabei werden je-
doch auch Sétze iiber Varietdten, projektive Verbédnde und erzeugte Unterverbénde benutzt,
also verbandstheoretische Konzepte, die erst noch mit Begriffsanalyse beschrieben werden
miissen. Das Ergebnis einer Ubertragung der beiden Hauptresultate (Theoreme 1 und 2) auf
vollsténdige Verbénde kann jedoch vorweggenommen werden. Dazu wird folgende Definition
benotigt, deren erster Teil aus [4], Abschn. 1 {ibernommen ist.

Definition 99 Ein Verband L heifle von einer geordneten Menge P minimal erzeugt, wenn
L eine Teilmenge enthélt, die zu P ordnungs-isomorph ist, und L von jeder zu P ordnungs-
isomorphen Teilmenge erzeugt wird.

FEin vollstédndiger Unterverband U eines vollstdndigen Verbandes V' heifle von einer Teilmenge
P C V wollstindig minimal erzeugt, wenn U der kleinste vollstdndige Unterverband von V/
ist, der P enthalt. ¢

Satz 100 Es sei V' ein modularer vollstindiger Verband und U ein Unterverband von V, der
von einer vierelementigen ungeordneten Teilmenge von V wollstindig minimal erzeugt wird.
Dann ist U isomorph zu einem der Verbinde der Liste von [4], Theorem 1 oder zu einem
Verband, der entsteht, wenn man in einem Verband der Liste noch einen zusdtzlichen oberen
Nachbarn des grofiten Elementes und/oder einen zusdtzlichen unteren Nachbarn des kleinsten
Elementes einfiigt. Die Liste aller solcher vollstindigen Verbdinde hat also 68 Elemente.

Beweis: Es sei U ein vollstdndiger Unterverband und vollstdndig minimal erzeugt von einer
vierelementigen ungeordneten Teilmenge von V. Dann enthélt U einen (zunéchst nicht notwen-
digerweise vollstindigen) Unterverband S < U der von einer vierelementigen ungeordneten
Teilmenge als (nicht notwendigerweise vollsténdiger) Unterverband erzeugt wird. Nach [4],
Theorem 2 gibt es dann einen Unterverband 7' < S der von einer vierelementigen Teilmenge
minimal erzeugt wird. Nach [4], Theorem 2 ist T isomorph zu einem der 17 in [4], Theo-
rem 1 angegebenen Verbinde. Da T also endlicher Unterverband von U ist, ist T'U {1y, 0y}
ein vollstdndiger Unterverband von U der von einer vierelementigen ungeordneten Menge als
vollstédndiger Unterverband in V erzeugt wird. Da U vollstindig minimal erzeugt ist, muss
folglich U = TU{1y,0p} sein. m

Satz 101 Jeder modulare vollstindige Verband V', der vier ungeordnete Elemente enthdlt,
enthdlt auch einen von einer vierelementigen, ungeordneten Menge vollstindig minimal er-
zeugten Unterverband.

Beweis: V' enthélt einen von einer vierelementigen ungeordneten Menge erzeugten Unter-
verband U < V. Auf diesen lésst sich [4], Theorem 2 anwenden und somit enthélt V' einen
Unterverband M < V, der isomorph ist zu einem der in [4], Theorem 1 angegebenen Verbénde.
Es ist dann M U {1y, 0y} ein vollstindig minimal erzeugter vollsténdiger Unterverband des
vollstdndigen Verbandes V. =
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