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Einleitung

Seit ihrer Einfiihrung vor zwolf Jahren durch R. Wille ([Wi82]) wurde die formale
Begriffsanalyse in vielen mathematischen und aulermathematischen Bereichen erfolg-
reich eingesetzt. Fin Schwerpunkt liegt hierbei auf dem dem Gebiet der Datenanalyse
und Wissensverarbeitung. Die formale Begriffsanalyse basiert auf dem erstmals in der
Logik von Port Royal explizit erwdhnten Gedanken, nach dem ein Begriff in einen
Umfang und einen Inhalt zerfdllt, wobei im Umfang all die Gegensténde liegen, die
dem Begriff zukommen, und im Inhalt all die Eigenschaften, die diesen Gegensténden
gemeinsam sind. Dies wird mathematisch durch sogenannte formale Begriffe model-
liert. Wichtig ist hierbei, dal nicht der Anspruch erhoben wird, alle nur denkbaren
Begriffe gleichzeitig modellieren zu wollen. Mit der Einfithrung des formalen Kontea-
tes wird eine klare Eingrenzung geschaffen.

Die Menge der formalen Begriffe tragt eine natiirliche Ordnung, die die Unterbe-
griff—-Oberbegriff-Relation widerspiegelt und die sie zu einem vollstandigen Verband
macht. Die Infimumbildung (also die Bestimmung des grofiten gemeinsamen Unterbe-
griffes) entspricht dem umgangssprachlichen “und”: Ein Gegenstand fallt genau dann
unter das Infimum von zwei Begriffen, wenn er unter den einen und unter den anderen
fallt. Die Bildung des Supremums (d. h. die Bestimmung des kleinsten gemeinsamen
Oberbegriffes) hingegen entspricht nicht dem “oder”. Im allgemeinen fallen auch Ge-
genstdnde unter das Supremum von zwei Begriffen, die weder unter den einen noch
unter den anderen fallen.

Eine weitere Asymmetrie beobachtet man bei dem kleinsten und dem gréfiten
Element des Verbandes. Das grofite Element entspricht dem Begriff des Alles, denn
in seinem Umfang liegen alle Gegenstande des betrachteten Kontextes. Man koénn-
te nun erwarten, da das kleinste Element des Verbandes dem Begriff des Nichts
entspricht. Im allgemeinen ist sein Umfang aber nicht leer — und das wiirde man
doch vom Begriff des Nichts erwarten. Wenn das Nichts als formaler Begriff vor-
handen wire, konnte man die “Unvereinbarkeit” von zwei Begriffen, etwa von Fisch
und Warmbliiter, dadurch ausdriicken, dafl ihr grofiter gemeinsamer Unterbegriff das
Nichts ist.

SchlieBlich wird man vielleicht die Moglichkeit der Negierung von Begriffen ver-
missen. Es ist moglich, daf} in einem Begriffsverband sowohl der Begriftf Raucher als
auch der Begriff Nichtraucher vorkommt, aber die Tatsache, dafl der eine Begriff der
zu dem anderen komplementére ist, 1aft sich aus dem Begriffsverband im allgemeinen
nicht erkennen.



Beim Sprechen verkniipfen wir haufig Merkmale mittels und, oder, entweder oder,
nicht usw. zu neuen Merkmalen. In Kapitel 1 wird beschrieben, wie dies in die for-
male Begriffsanalyse integriert werden kann. Mit den dort eingefithrten Booleschen
Begriffsverbinden 16sen sich auch die oben aufgefiihrten Probleme. Sie enthalten den
Begriff des Nichts und ermoglichen die Negierung von Begriffen. Das Supremum in ei-
nem Booleschen Begriffsverband entspricht schliefilich dem “oder”. Dies wird erreicht,
indem die Menge der Merkmale des formalen Kontextes durch die Hinzunahme der
durch die oben erwéhnten Verkniipfungen entstandenen neuen Merkmale erweitert
wird.

Der groflie Nachteil der Booleschen Begriffsverbénde liegt in ihrer Grofle — die
sogar exponentiell mit der Anzahl der Gegenstande anwéachst! Deswegen wird man
sich je nach Fragestellung auf eine geeignete Teilstruktur des Booleschen Begriffsver-
bandes beschréanken. Wird diese Beschrankung durch eine Reduzierung der Merkmale
erreicht, so erhdlt man auf natiirliche Weise einen Unterhalbverband. Wir untersu-
chen u. a. den Unterhalbverband, der von den definierbaren Begriffen erzeugt wird.
Das sind die Begriffe, die durch die Angabe von endlich vielen Merkmalen beschrieben
werden kénnen.

Das erste Kapitel wird durch die Beschreibung von zwei Anwendungen der Boo-
leschen Begriffe beendet: Bei den Implikationen zwischen Merkmalen mit Booleschen
Abhéingigkeiten wird ein von B. Ganter entwickelter Algorithmus, mit dem die Im-
plikationen zwischen den Merkmalen eines Kontextes interaktiv bestimmt werden
kénnen, dahingehend erweitert, dafl er durch Boolesche Gleichungen beschreibbare
Beziehungen beriicksichtigt. Das Modell eines begrifflichen Wissenssystems basiert
ebenfalls auf der Theorie der Booleschen Begriffe.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit positiv-Booleschen Begriffen, d. h. mit den
Begriffen, die sich ohne Verwendung der Negation beschreiben lassen. Man erhélt sie
durch die oben beschriebene Einschrénkung der Menge der Merkmale. Die positiv-
Booleschen Begriffe bilden einen vollstdandigen Unterverband im Booleschen Begriffs-
verband.

Mit der Distributiven Begriffexploration wird ein Verfahren vorgestellt, welches
die interaktive Bestimmung eines von gegebenen Begriffen erzeugten vollstandigen
Unterverbandes eines distributiven Begriffsverbandes ermoglicht. Das Verfahren eig-
net sich insbesondere fiir die positiv-Booleschen Begriffsverbénde, da diese die Vor-
aussetzung der Distributivitat erfiillen. Durch die Einfithrung einer Tabellen-Notation,
die dem Benutzer nur die fiir ihn relavanten Informationen anzeigt, 1ait sich das
Verfahren iibersichtlich gestalten. Das FErgebnis kann dann in dem mit zusétzlichen
Symbolen versehenen Liniendiagramm eines Begriffsverbandes abgelesen werden.

An dieser Stelle méchte ich all denen herzlich danken, die mich bei der Anfertigung
dieser Arbeit unterstiitzt haben. Mein ganz besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. R.
Wille, der diese Arbeit betreut und mir durch Gesprache und kritische Anmerkungen
weitergeholfen hat. Danken méchte ich auch Prof. Dr. Ch. Herrmann und Dr. A. Jung
fiir wertvolle Hinweise und Diskussionen.



Kapitel O

Grundlagen der Verbandstheorie
und der formalen Begriffsanalyse

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Satze aus der Verbandstheo-
rie und der formalen Begriffsanalyse angegeben. Die Beweise sowie weitere Ergebnisse

konnen z. B. in [GaWi93], [Gr], [Dw] oder [Halm] nachgelesen werden.

0.1 Verbande und Boolesche Algebren

Definition: Eine geordnete Menge ist ein Paar M := (M, <), wobei M eine Menge
ist und < eine Ordnung auf M, d. h. eine binare Relation auf M, die reflexiv (z <«
fiir alle © € M), antisymmetrisch ((# < y und y < &) = & = y) und transitiv ((z <y
und y < z) =« < z) ist.

Ein Element a heifit unterer Nachbar eines Elementes b, wenn a < b gilt und es
kein Element ¢ gibt mit @ < ¢ < b. Das Element b ist dann ein oberer Nachbar von
a. Eine untere Schranke einer Teilmenge A C M ist jedes Element s mit s < z fiir
alle z € A. Eine obere Schranke von A ist jedes Element s mit ¢ < s fiir alle z € A.

Gibt es in der Menge aller unteren Schranken von A eine gréfite, so wird diese
Infimum (oder Schnitt) von A genannt und mit A A bezeichnet. Dual wird das Su-
premum (oder die Verbindung) \/ A von A definiert.

Definition: Eine geordnete Menge V. = (V, <) ist ein Verband (engl.: lattice), wenn
zu je zwel Elementen z,y € V das Infimum z A y und das Supremum z V y existieren.
Ein Verband V heifit vollstandiger Verband, wenn fiir jede Teilmenge X von V das
Infimum A X und das Supremum \ X existieren. Jeder vollstandige Verband V hat
ein groBtes Element, ndmlich \/ V(= A0), welches mit 1y bezeichnet wird und ein
kleinstes Element Oy := A V(= V). Die oberen Nachbarn von Oy heiflen Atome,
die unteren Nachbarn von 1y Koatome.



In einem Verband gelten die folgenden Gleichungen:

(Ly) aVy=yVa, zAy=yAux

(Ly) aV(yVvz)=(xVy)Vz, aAyAz)=(xAy) Az
(Ly) aVae=2, aAhx=u

(Ly) aV(zAy)=a, azAN(zVy) ==z

Ist umgekehrt V' eine Menge mit zwei zweistellige Operationen V und A, fiir die die
Gleichungen (Ly) bis (Ly) gelten, soist (V,<)mit e <y <= aAy =z (< zVy =
y) ein Verband.

In jedem Verband mit einem kleinsten Element 0 und einem gréfiten Element 1
— insbesondere also in jedem vollsténdigen Verband — gelten auflerdem die Glei-

chungen:
(Ls) 2A0=0, a2Vv1=1.

Definition: Ein Verband heifit distributiv, wenn er die Distributivgesetze erfiillt:
(D) aA(yVz)=(zAy)V(xAz)
(Dy) aV(yAz)=(zVy) A(zVz)
Jedes dieser Gesetze impliziert das andere.

Ein vollstandiger Verband heifit vollstandig distributiv, wenn fiir alle Indexmen-
gen S, T # () gilt:
(Dyp) AVizals € SHEE T} = V{ALesuols € SHe: S = T

Auch dieses Gesetz ist zu seinem dualen, (D/\v), aquivalent.

Definition: Ein distributiver Verband heifit Boolesche Algebra, wenn auf ihm zu-
satzlich eine einstellige Operation — definiert ist, fiir die die folgenden Gesetze gelten:
(BL) zA-2=0, xV-x=1.

Das Element —z heifit Komplement von z. Eine vollstandige Boolesche Algebra ist
ein vollsténdiger Verband, der eine Boolesche Algebra ist.

Irreduzible Elemente

Definition: Fiir ein Element v € V eines vollstandigen Verbandes V sei v, :=
V{z € V]z < v} und v* := A{z € V|v < z}. Das Element v heifit \/-irreduzibel,
wenn v # v, (v. ist dann der einzige untere Nachbar von v.) Dual heifit v A-
irreduzibel, wenn v # v*. (v* ist dann der einzige obere Nachbar von v.) Die Men-
ge aller \/-irreduziblen Elemente von V. wird mit M (V) und die Menge aller A-
irreduziblen Elemente mit J(V) bezeichnet. Eine Teilmenge X C V heifit supremum-
dicht (bzw. infimum-dicht) in V., wenn jedes Element von V' als Supremum (bzw. In-
fimum) von Elementen in X beschrieben werden kann.
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Satz 0.1.1 FEin Element v eines endlichen Verbandes ist genau dann \/-irreduzibel,
wenn es genau einen unteren Nachbarn hat und genau dann A-irreduzibel, wenn
es genau einen oberen Nachbarn hat. Jede supremum-dichte Teilmenge enthdlt al-
le \/-irreduziblen Elemente und jede infimum-dichte Teilmenge alle A\-irreduziblen.
In einem endlichen Verband ist umgekehrt die Menge J(V) supremum-dicht und die
Menge M(V) infimum-dicht.

Unter(halb)verbande

Definition: Eine Teilmenge U C V eines vollstdndigen Verbandes V ist ein A-
Unterhalbverband von V., wenn sie gegen Infima abgeschlossen ist, wenn also TCU =
AT € U gilt. Eine gegen Suprema abgeschlossene Teilmenge ist ein \/-Unterhalbver-
band. Eine sowohl gegen Infima als auch gegen Suprema abgeschlossene Teilmenge
ist ein vollsténdiger Unterverband.

Homomorphismen und Kongruenzrelationen

Definition: Eine Abbildung ¢: P — () zwischen zwei geordneten Mengen P und
@ heiBt Ordnungseinbettung, wenn = <y <= p(z) < ¢(y) gilt. Eine Abbildung
P: V' — W zwischen zwei vollstandigen Verbanden V und W heifit infimum-erhaltend
(oder A-Morphismus), wenn fiir jede Teilmenge X von V gilt: Yy A X = A¢(X).
Dual wir supremum-erhaltend definiert. Eine sowohl infimum- als auch supremum-
erhaltende Abbildung heifit vollstandiger (Verbands-)Homomorphismus oder Vollho-
momorphismus. Ein bijektiver Vollhomomorphismus heifit Isomorphismus.

Definition: Eine vollstindige Kongruenzrelation eines vollstindigen Verbandes V.
ist eine Aquivalenzrelation © auf V', fiir die gilt:

Oy firt e T = (/\ :1;,5)(9(/\ y) und (\/ :1;,5)(9(\/ Yt)
teT teT teT teT
Fir « € V setzen wir [2]0 :={y € V]zOy}.
Der Faktorverband V /0O :={[z]O|x € V'} trdgt die Ordnung:

(2] < [Y]O: = <y

Satz 0.1.2 (Homomorphiesatz) [st O cine vollstindige Kongruenzrelation eines
vollstindigen Verbandes V., dann ist ¢:x — [2]© ein Vollhomomorphismus von V.
auf V /O mit Kern(yp) := {(z,y) € V x V]p(x) = oy} = 0.

Ist umgekehrt : V. — W ein surjektiver Vollhomomorphismus zwischen vollstin-
digen Verbinden, dann ist Kern(v) eine vollstindige Kongruenzrelation von V. und

durch [x]Kern(y) — o (x) wird ein Isomorphismus von V. [Kern(v) auf W erkldrt.

Satz 0.1.3 (Charakterisierung vollstindiger Kongruenzrelationen)
FEine Aquivalenzrelation O auf einem vollstindigen Verband V ist genau dann ei-
ne vollstindige Kongruenzrelation von V., wenn jede Aquivalenzklasse von © ein
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Intervall von V. ist, die Menge der unteren Grenzen der Intervalle unter Suprema
abgeschlossen ist und die Menge der oberen Grenzen der Intervalle unter Infima ab-
geschlossen ist.

Freie Verbinde und freie Boolesche Algebren

In einer Klasse von Algebren ist eine Freie Algebra die “grofite” Algebra, die von
einer vorgegebenen Menge erzeugt werden kann. Diese Aussage wird fiir die von uns
betrachteten freien Algebren in Satz 0.1.5 konkretisiert. Zunachst geben wir die De-
finition von (verallgemeinerten) Termen an:

Definition: Die Menge Tmn 1 7(X) (oder einfach Tm) der L-T-Verbandsterme
iiber einer Menge X wird wie folgt rekursiv definiert:

e X CTm, L, Té€Tm

e s.t € Tm= (sMt),(sUt) € Tm
Fordern wir zuséatzlich

e tclm= -t e Tm, (%)

so erhalten wir die Menge Tmpn - 1 7(X) der Booleschen Terme iiber X.

Analog wird die Menge Tmp m +(X) (oder ebenfalls nur Tm) der verallgemeinerten
1-T-Verbandsterme tiber einer Menge X definiert:

e XCTm, L, T€eTm
e ACTm= ([14),(LUA) € Tm

SchlieBllich erhélt man die Menge Tml—l Lf~L +(X) der verallgemeinerten Booleschen

Terme tiber X, indem man auch hier die Bedingung (*) hinzufiigt.

Die Menge Tmpn - 1 7(X) kann als Teilmenge von Tm‘—l e +(X) (und entspre-
chend Tmp 1 7(X) als Teilmenge von Tm‘—l m +(X)) aufgefaBt werden.

Wir verwenden die Zeichen M, U,[1, ], =, L und T in den Termen (und spéter in den
freien Algebren), um sie von den Verbandsoperationen A,V,A,V,—,0 und 1 unter-
scheiden zu kénnen.

Definition: Eine Verbands-Gleichung (bzw. Boolesche Gleichung, verallgemeinerte
Verbands-Gleichung, verallgemeinerte Boolesche Gleichung) ist ein Paar (s,1) € Tmx
Tm. Anstelle von (s,t) schreiben wir auch s=t.

Die von einer Menge ¥ von Verbands-Gleichungen erzeugte Gleichungstheorie
<> ist die kleinste Aquivalenzrelation auf der Menge der Terme, die ¥ enthilt und
fir die gilt:



o Aus sy =1y,89 =19 € <X> folgt s; Msy =1 Mty € <¥> und
81|_|82 :tll_ltz € <E>

o Aus s(x1,...,2,) =ta1,...,1,) € <¥>und uy,...,u, € <X> folgt
S(Uty ey Uy) = HUgy e Uy) € <E>.

Entsprechend werden die Gleichungstheorien fiir Boolesche Gleichungen, verallgemei-
nerte Verbands-Gleichungen und verallgemeinerte Boolesche Gleichungen definiert.

Definition: Sei X eine Menge. Fiir die Menge von Gleichungen ¥; = {(Ly), (Lz),
(Ls), (Ly)} ist Tmpay,1,1(X)/<¥1> ein Verband, den wir den freien Verband {iber
X nennen und mit FL(X) bezeichnen. Die freie Boolesche Algebra FB(X) iiber X
erhalten wir durch FB(X) := Tmn -1 7(X)/<¥2> mit ¥y = {(Ly),(Lz), (Ls),
(L4), (Ls), (DA), (Dv), (B-)}. Entsprechend erhalten wir den freien vollstandig di-
stributiven vollstandigen Verband FCD(X') durch FCD(X) := Tm|—|7|_|7L7T(X)/<23>

mit X3 = {(Ly), (La), (Ls), (La4), (Ls), (D\/ /\)} und die freie vollstandig distributive
vollstandige Boolesche Algebra FCB(X) durch FCB(X) := Tmn Lt (X)) <Ey>

mit ¥y = {(Ly), (Ly), (Ls), (L4), (Ls), (Dv/\), (B-)}. Im folgenden wird eine Aqui-
valenzklasse [t] stets mit dem sie bezeichnenden Term ¢ identifiziert, um die Schreib-
weisen iibersichtlich zu halten.

DafB} der freie Verband und die freie Boolesche Algebra existieren und daf} fiir sie der
vorstehende Satz gilt, ist ein Ergebnis der Allgemeinen Algebra (s. [Ih]). H. Gaifman
und A. W. Hales zeigten 1961 unabhéngig voneinander, daf freie vollstiandige Boo-
lesche Algebren im allgemeinen nicht existieren, da sie zu méchtig sind, um noch
als Mengen gelten zu konnen ([Hale]). Die freien vollstdndig distributiven vollstan-
digen Booleschen Algebren sowie die freien vollstandig distributiven vollstandigen
Verbande existieren jedoch. Aus [Hale, S. 61] folgt:

Korollar 0.1.4 Die freie vollstindige wvollstindig distributive Boolesche Algebra
FCB(X) dber X existiert fir jede Menge X und ist isomorph zur Potenzmengenal-
gebra B(P(X)). Ist die Menge X endlich, so ist FCB(X) isomorph zur freien Boo-
leschen Algebra FB(X) diber X.

Uber die universelle Eigenschaft der freien Algebren gibt uns der folgende Satz Aus-
kunft:

Satz 0.1.5 Sei X eine Menge. Fin Verband (bzw. eine Boolesche Algebra) V. ist
genau dann isomorph zum freien Verband (bzw. zur freien Booleschen Algebra) iber
X, wenn es eine Teilmenge Y von V mit | X|=|Y| gibt, die V erzeugt, so daf$ jede
Abbildung ¢ von Y auf einen Verband (bzw. eine Boolesche Algebra) V' zu einem
Verbands-Homomorphismus (bzw. Homomorphismus Boolescher Algebren) @:V —
V' erweitert werden kann.



Fin vollstindig distributiver vollstindiger Verband (bzw. eine vollstindig distribu-
tive vollstindige Boolesche Algebra) V ist genau dann isomorph zum freien vollstindig
distributiven vollstindigen Verband (bzw. zur freien vollstindig distributiven vollstin-
digen Booleschen Algebra) iber X, wenn es eine Teilmenge Y von V. mit | X|=|Y|
gibt, die V' wvollstindig erzeugt, so dafl jede Abbildung ¢ von Y auf einen vollstin-
dig distributiven vollstindigen Verband (bzw. eine vollstindig distributive vollstindige
Boolesche Algebra) V' zu einem vollstindigen Verbands-Homomorphismus (bzw. voll-
stindigen Homomorphismus Boolescher Algebren) @:V — V' erweitert werden kann.

Aus dem Satz ergibt sich insbesondere, dal wir die freie Boolesche Algebra FB(X)
als Boolesche Unteralgebra und den freien vollsténdig distributiven vollsténdigen
Verband FCD(X) als vollstandigen Unterverband der freien vollstandig distributiven
vollstandigen Booleschen Algebra FCB(X') ansehen konnen.

0.2 Formale Begriffsanalyse

Definition: Ein (einwertiger) formaler Kontext ist ein Tripel K := (G, M, I'), welches
aus zwei Mengen G und M und einer Relation I C G x M besteht. Die Elemente von
GG nennt man die Gegensténde, die Elemente von M die Merkmale des Kontextes.
gIm wird gelesen als: “Der Gegenstand g hat das Merkmal m”.

Fiir eine Teilmenge A von G definieren wir A’ := {m € M|glm fir alle ¢ € A}
und fiir eine Teilmenge B von M entsprechend B’ := {g € G|glm fir alle m € B}.
Die formalen Begriffe des Kontextes (G, M, [) sind die Paare (A, B) mit A C G,
BC M, A =B und B'= A. Der Umfang eines Begriffes b := (A, B) ist die Menge
H(b) := A, der Inhalt die Menge J(b) := B. Ein Gegenstand ¢ fallt unter den Begriff
b (in Zeichen: g| b), wenn g € A gilt. Ein Merkmal m abstrahiert von dem Begriff b
(in Zeichen: b[m), wenn m € B gilt. Mit B(G, M, I) wird die Menge aller Begriffe
des Kontextes (G, M, I') bezeichnet.

Sind (Ay, By) und (A, By) Begriffe eines Kontextes und gilt Ay C A, (was aqui-
valent zu By O By ist), dann heifit (A, By) Unterbegriff von (Az, By) und (Az, Bs)
Oberbegriff von (A, By) und man schreibt (A;, By) < (A, By). Die geordnete Menge
B(G, M, I):=(B(G,M, ), <) nennt man Begriffsverband des Kontextes (G, M, ).

Satz 0.2.1 (Hauptsatz liber Begriffsverbénde) Der Begriffsverband B(G, M, I)

ist ein vollstindiger Verband, in dem Infimum und Supremum folgendermafien be-

/\(Atht) = (ﬂ Atv(U Bt)”)

schrieben sind:

teT teT teT
V (An By) = (U A)". (] B)
teT teT teT

Fin vollstindiger Verband V ist genau dann isomorph zu B(G, M, I), wenn Abbil-
dungen v:G =V und u: M — 'V existieren, so dafi v(G) supremum-dicht in V. und
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w(M) infimum-dicht in V ist und gIm dquivalent ist zu vg < pm fir alle g € G und
alle m € M. Insbesondere gilt V. = B(V,V, <).

Definition: Die Menge ¢’ := {¢} heifit Gegenstandsinhalt des Gegenstandes g € G.
Entsprechend heift m’ := {m} Merkmalsumfang des Merkmals m € M. In Uberein-
stimmung mit den im Hauptsatz verwendeten Bezeichnungen schreiben wir ~vg fiir
den Gegenstandsbegriff (¢”,¢') von g und pm fiir den Merkmalsbegriff (m’, m”) von
m.

Bereinigte, reduzierte und doppelt fundierte Kontexte

Definition: Ein Kontext (G, M, I') heifit gegenstandsbereinigt, wenn fiir g, h € G aus
g = h' stets g = h folgt und merkmalsbereinigt, wenn fiir m,n € M aus m’ = n’ stets
m = n folgt. Ein gegenstands- und merkmalsbereinigter Kontext heifit bereinigt.

Ein bereinigter Kontext heifit zeilenreduziert, wenn jeder Gegenstandsbegriff \/-
irreduzibel ist und spaltenreduziert, wenn jeder Merkmalsbegriff A-irreduzibel ist.
Ein sowohl zeilen- als auch spaltenreduzierter Kontext heifit reduziert.

Definition: Fiir ¢ € G und m € M schreiben wir
e g/ m, wenn g J/m und wenn aus ¢’ C h’ stets him folgt,’

e g /*m, wenn g /m und wenn aus m’ C n’ stets gIn folgt,

e g/ m,wenn g, mund g / m.

Ein Kontext (G, M, I) heifit doppelt fundiert, wenn es fiir alle ¢ € G und m € M
mit g fm ein h € G mit h ,/ m und ¢’ C A’ sowie ein n € M mit g /' n und m’ Cn’
gibt.

Ein vollstandiger Verband V heifit doppelt fundiert, falls es zu je zwei Elementen
r <y aus V Elemente s,t € V gibt, so dal s minimal beziiglich s <y und s £ x ist
und ¢ maximal beziiglich ¢ > x und ¢ 2 y ist.

Satz 0.2.2 Jeder endliche Kontext und jeder endliche Verband ist doppelt fundiert.
Ein vollstindiger Verband V' ist genau dann doppelt fundiert, wenn jeder Kontext K
mit B(K) =2V doppelt fundiert ist.

Satz 0.2.3 Zu jedem doppelt fundierten Verband V. gibt es bis auf Isomorphie genau
einen reduzierten Kontext K mit V. =2 B(K), ndmlich K = (J(V), M(V), <).

Jeder Begriff eines doppelt fundierten Kontextes ist Supremum \/-irreduzibler Be-
griffe und Infimum A-irreduzibler Begriffe.

LX C Y steht fir X CY und X £V
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Satz 0.2.4 In jedem Kontext gilt:
o g ist \/-irreduzibel <= FEs gibt ein m € M mit g /" m.
o um ist N-irreduzibel <= Fs gibt ein g € G mit g /* m.
In jedem doppelt fundierten Kontext gilt aufierdem:
o ~q ist \/-irreduzibel <= Fs gibt ein m € M mit g /* m.

o um ist N-irreduzibel <= Fs gibt ein g € G mit g /* m.
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Kapitel 1

Boolesche Begriffsverbinde

Die Konstruktion der Booleschen Begriffsverbinde basiert auf der These, dafl bei ei-
nem gegebenen Kontext (G, M, I) bereits diejenigen Merkmale implizit mit gegeben
sind, die sich aus den in M liegenden Merkmalen zusammensetzen lassen. Die Ver-
kniipfungen zwischen den Merkmalen werden — wie in der Aussagenlogik — durch
eine Boolesche Algebra modelliert.

Aufgrund der Definition der formalen Begriffe ist das und bereits dadurch gege-
ben, daf} die Gegenstiande, die unter einen Begriff fallen, mit allen Merkmalen, die im
Inhalt des Begriffes liegen, inzidieren miissen. Da die Méchtigkeit des Inhaltes nicht
beschrankt ist, kann dieses und also eine beliebige Stelligkeit besitzen. Wir werden
deshalb auch fiir das oder beliebige Stelligkeiten zulassen. Die Merkmalmenge M des
Kontextes K wird daher im Booleschen Kontext zur freien vollstandig distributiven
vollstandigen Booleschen Algebra (und nicht nur zur freien Booleschen Algebra) iiber
M erweitert.

1.1 Boolesche Kontexte und Boolesche Begriffs-
verbande

Definition: Sei K := (G, M, I) ein Kontext. Dann heiBt K* := (G, M®, [®) mit
o M':= FCB(M)

gI’T und ¢ /°1 fiir alle g € G

o gl'm : <= glm, fiir alle m € M

g’ (MA) : = (gI't fiir alle t € A)

g’ (UA) : & (gt fiir ein t € A)

gl*(—t) : <= gJ"

13



der Boolesche Kontext zu K. Die Begriffe von ﬁb(K) := B(K®) heiBen Boolesche
Begriffe von K und %B°(K) ist der Boolesche Begriffsverband von K. Wir lesen s ¢
als s und t, sUt als s oder t und —t als nicht t.

Der Boolesche Begriffsverband bildet nun auf natiirliche Weise ebenfalls eine Boole-

sche Algebra:

Satz 1.1.1 (Hauptsatz tiber Boolesche Begriffsverbénde)
Der Boolesche Begriffsverband ﬁb(G, M, I) ist eine vollstindig distributive vollstindi-
ge Boolesche Algebra, in der die Operationen wie folgt gegeben sind:

Oy = (0, M"), 1y = (G {T}")

/\ At,Bt = ﬂAt7 UBt //

teT teT teT
\V (A, B) = (U A () By)
teT teT teT

~(4, B) = (G\ A {A1B})

FEine vollstindig distributive vollstindige Boolesche Algebra B ist genau dann iso-
morph zum Booleschen Begriffsverband $B8"(K) eines Kontextes K = (G, M, 1), wenn
Abbildungen v: G — B und pu: M — B existieren, so daff v(G) supremum-dicht in
B ist, f(M) die Boolesche Algebra B vollstindig erzeugt, und wenn fir alle g € G,
m € M gilt: (g,m) € I < ~vg < um.

Insbesondere ist B isomorph zum Booleschen Begriffsverband ﬁb(B, B,<).

Beweis: Wegen LeM" gilt MY C1'=0, also Og=(0), M*). Aus T'=G folgt 1o =
(G, {T}"). Die Gleichung fiir das Infimum gilt nach Satz 0.2.1. Fiir das Supremum
ist nur zu zeigen, dafl U,er A+ ein Umfang ist: Es gilt Uier At = User((1B:)" =
(Ler(T1B:)). Es bleibt die Negation: Wegen {-[1B} = G\ A ist (G\A,{-T1B}") ein
Begriff. Es ist klar, daf (A, B)A(G\A,{-[1B}") = Oy und (A, B)V(G\A,{-[1B}") =
].ng gﬂt. B

Hieraus folgt, daff die Menge der Begriffsumfinge $(B°(G, M, I)) bzgl. der Ope-
rationen N, U, %, ® und G abgeschlossen ist und somit eine vollstindig distributive
vollstandige Boolesche Algebra bildet.

“<”: Wenn u(M) ganz B erzeugt, dann gibt es genau einen surjektiven Vollhomo-
morphismus p*: FCB(M) — V| der p fortsetzt. Also ist pu®(FCB(M)) infimum-dicht,
v(G) supremum-dicht und fiir alle ¢ € G und t € FCB(M) gilt gI’t <= ~g < u’t.
Nun kann Satz 0.2.1 angewendet werden.

“=7: Sei nun V = B (K) = B(G,FCB(M), I*). Ist zunichst V = B"(K), so
ergeben sich durch vg := (¢”,¢') fir ¢ € G und pm = (m/;m”) fir m € M die
gewiinschten Abbildungen. Ist allgemeiner V = $B"(K) und ist o: B"(K) — V ein

[somorphismus, so kann man vg := ¢(g¢”, ¢') und pm := p(m’, m") setzen. O
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Der Hauptsatz besagt unter anderem, dafl wir (bis auf Isomorphie) jede vollstandig
distributive vollstandige Boolesche Algebra als Booleschen Begriffsverband erhalten.

Die Operationen \/, A und — entsprechen den Mengenoperationen (J, ) und dem
Mengenkomplement auf der Menge $4(K’) der Umfinge. Die Gegenstandsbegriffe
sind daher genau die Atome des Booleschen Begriffsverbandes $8"(K). Uber die Men-
ge J(K) der Inhalte gibt der folgende Satz Auskunft:

Definition: Ein (Verbands-)Filter eines Verbandes V ist eine Teilmenge F' C V/, fiir
die gilt:

.OKQF
e rclla<y=yck
e v ycel'=acAyecl

Ein Hauptfilter ist ein Filter, der ein kleinstes Element a besitzt. Er wird auch mit
[@) bezeichnet. Ein maximaler Filter heifit Ultrafilter.

Satz 1.1.2 Sei K = (G, M, I) ein Kontext. Dann ist yu: FCB(M) — B°(K) mit m
(m',m") ein surjektiver Vollhomomorphismus Boolescher Algebren. Die Begriffsin-
halte von B (K) sind genau die Hauptfilter F von FCB(M), fiir die F' Ct' =t € F
(*) gilt, sowie ganz FCB(M). Die Begriffsinhalte der Gegenstandsbegriffe sind genau
die Ultrafilter auf FCB(M), die (*) erfillen.

Beweis: Aufgrund der Definition der Relation I° ist klar, daf 4 ein Vollhomomor-
phismus ist. Fiir (A4, B) € B°(K) gilt (A, B) = u((1B). Also ist u surjektiv.

“=7: Seien (A, B) € B’ s,t € F. Dann ist auch s At € F und fiir u > ¢ gilt
u € I, denn wegen u >t <= u=uVtgiltgl’t = gl’(tVu) < gl'u. Also
ist F' ein Filter. Wegen T € F ist F' nicht leer. Sei t € FCB(M) mit F' C t'. Es gilt
tet" CF'"=F.Wegen[|F € F ist I ein Hauptfilter.

“<”: Sei nun F' ein Hauptfilter von FCB(M) mit (F' C ¢/ = t € F) und sei
t € F". Also F' = F"" C ' und nach Voraussetzung folgt ¢t € F'. Also F' = F".

Fiir ¢ € G und t € FCB(M) gilt entweder gI°t oder gI’—t. Also ist der Begriffs-
inhalt von vg ein Ultrafilter (s. [Dw]). Ist umgekehrt a € B*(K) kein Gegenstands-
begriff, so gibt es g, h € U(a) mit ¢’ # 1'. D. h. fiir ¢t € {g}'\ {h} gilt weder ¢ € F(a)
noch =t € J(a). Also ist J(a) kein Ultrafilter. O

Beispiel: Der mehrwertige Kontext in Abbildung 1.1 ist ein Auszug aus einer Tabelle
im Katalog eines Mainzer Bergsportgeschéftes ([Si]), die iiber Trekking-Zelte Aus-
kunft gibt. Der einwertige Kontext entsteht aus dem mehrwertigen durch Skalierung!
(wobei der Typ nominal und alle anderen Merkmale ordinal skaliert werden).

!Die Technik der Skalierung wird in [GaWi93] beschrieben.
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£ ;
s =
. = |y | 9
Trekking- | < T = ep =
Zelte = < | S i3 +
2 - = 3 g g .z
z 2| Z 2 | = o
Sl S|<| = e z &
Mark 3 3 | Kunnel | 3500 g | 2 | 3,5 m? | 215 cm | nein | 579 DM
Space 2 2-3 | Kuppel [ 3000 ¢ | 2 | 3,5 m? | 215 cm | nein | 459 DM
Polar 87 2 | Tunnel | 3800 g | 1 |25m?| 210 cm | ja |529 DM
Foxlite 2 | Kunnel | 2100 g | 1 | 2,3 m? | 265 cm | nein | 769 DM
Dragon 2-3 | Kunnel | 3200 g | 2 | 3,4 m* | 225 cm | nein | 579 DM
Termite 2 | Kunnel | 2500 g | 2 | 2,1 m? | 220 cm | nein | 479 DM
o E~ v
5] = 5] oo
: <y e & % g
£ & $ S8 2|8 4
Trekking- = EI=IEE
Zelte I R T Il Il el el = §= % AISEE
= gl sis|S|ElS|Iz A || E|lelElelele
| = é & N EI& = A | B la IS IS
N e B g = = R N RS T E-c i Rl PR B~ B O Bl o B B = I Yol el Y=
AATATE [ [ VIV VIV ag | AL AL ALTALE | VI VIV
Mark 3 X | X | X X XX | x| x| X X
Space 2 X | X X X | X | X | X | X]|X X | x| X
Polar 87 X X X X X | X
Foxlite X X X | X X | X
Dragon X | X X X | X | X | x| X X X
Termite X X XX | X | X X X | XX

Abbildung 1.1: Eigenschaften von einigen Trekking-Zelten

Aus dem Hauptsatz ergibt sich, dafl wir das Diagramm eines Booleschen Begriffs-
verbandes nicht mit allen Merkmalen aus FCB(M) beschriften miissen. In dem Lini-
endiagramm des Booleschen Begriffsverbandes des einwertigen Kontextes sind daher
nur die Merkmalsbegriffe der Merkmale aus M beschriftet. Das Liniendiagramm ist
als gestuftes Liniendiagramm gezeichnet. Sind zwei eingekreiste Teildiagramme durch
eine aufsteigende Linie verbunden, so ist dies so zu lesen, als ob von jedem unteren
Punkt eine aufsteigende Linie zum entsprechenden oberen Punkt geht.

Aus dem Liniendiagramm kann man nun z. B. ablesen, daf§ die Wintertauglich-
keit und die Figenschaft, nicht weniger als 3700 g zu wiegen, gleichwertig sind, da
p(wintertauglich) = - (< 3700g) gilt. Diese Aussage gilt natiirlich (wie alle Aussa-
gen, die aus diesem Diagramm abgelesen werden kénnen) nur fiir die sechs ausgewahl-
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< 550 DM
Kunnel <3200¢g
< 50 DM
>'3 Pefsonen K(pp'él wih rclg(?lauglich
Mark Space 2 Polar 87

Abbildung 1.2: Boolescher Begriffsverband des Kontextes in Abb. 1.1
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ten Zelte und kann nicht fiir alle Trekking-Zelte verallgemeinert werden. Daf3 die
Innenzelt-Flache fiir die betrachteten Zelte, die fiir mindestens drei Personen gedacht
sind, mindestens 3,5 m? betragt, wird durch u(> 3 Personen)V —u(> 3,0m?) = u(T)
erkannt. Die Ungleichung p(2 Apsiden) A p(< 500DM) # p(L) beschreibt die Tat-
sache, dafl es mindestens ein Zelt gibt, welches zwei Apsiden hat und weniger als
500 DM kostet. Im Gegensatz dazu steht p(Kunnel) A p(< 3200g) = p(L) fiir die
Aussage, dafl es kein Kunnelzelt gibt, welches weniger als 3200 g wiegt. Wenn man
feststellen mochte, wodurch sich die teureren Zelte auszeichnen, so stof3t man auf die
im Booleschen Begriffsverband giiltige Ungleichung —u(< 600DM) < u(< 3200g),
die aussagt, daf} alle iber 600 DM teuren Zelte weniger als 3200 g wiegen.

1.2 Unterhalbverbinde und lokale Suprema

Der Boolesche Begriffsverband erlaubt einen sehr detaillierten Blick auf die durch
einen Kontext gegebenen Daten. Er ist allerdings auch bei recht kleinen Kontex-
ten meist schon zu grofl, um im Ganzen als Liniendiagramm dargestellt werden zu
kénnen. Aus Satz 1.1.1 ergibt sich ja, daf ﬁb(K) genau 2/ Boolesche Begriffe enthilt,
falls der Kontext K gegenstandsbereinigt ist.

Mochte man ein Teilgebiet des im formalen Kontext beschriebenen Wissens un-
tersuchen, kann man sich auf eine Teilmenge N C FCB(M) der Merkmale des Boo-
leschen Kontextes beschranken (die im Allgemeinen wesentlich kleiner sein wird als

FCB(M)).

Definition: Sei K := (G, M, ) ein Kontext und N eine Teilmenge von FCB(M).
Den Kontext KV := (G, N, I’ N G x N) nennen wir N-Teilkontext von K.

Sein Begriffsverband $B(K") findet sich dann in $B"(K) als vollstindiger A-Unter-

halbverband wieder, wie das folgende Lemma besagt:

Lemma 1.2.1 Fir N C M ist die Abbildung en:B(G, N, INGx N) — B(G, M, I)
mit (A, B) — (A, A") eine \-erhaltende Ordnungseinbettung.
FEs gilt \lier(en(As, By)) < en(Vier( A, Br)).

Beweis: Da jeder Spaltenumfang von (G, N, [ NG x N) auch ein Spaltenumfang von
(G, M, ) ist, und da jeder Begriffsumfang Durchschnitt von Spaltenumfangen ist,
ergibt sich, daf jeder Begriffsumfang von(G, N, I NG x N) auch ein Begriffsumfang
von (G, M, 1) ist. O

Wir kénnen also den Begriffsverband B(K" ) mit seinem Bild ex(B(K")) identifi-
zieren und bezeichnen ihn daher als N-Unterhalbverband von ﬁb(K). Wir erhalten

so fiir jede Teilmenge N von FCD(M) ein lokales Supremum (bzgl. N) als partielle
Abbildung auf 88" (K):
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Definition: Fiir b, € B’ (K) mit a, € B(G, N, I° NG x N),b; = ey(a;) fiir t€T
bezeichnen wir \/%T(bt) = en(Vier a;) als lokales Supremum der by, ¢t € T bzgl. N.

Die Menge ex(B(G, N, 1" N G x N)) C B°(K) wird also mit A und V" zu einem
vollstandigen Verband. Je kleiner man die Teilmenge N C FCB(M) gewahlt hat,

desto groBer wird das lokale Supremum:

Lemma 1.2.2 Seien N; C Ny C FCB(M) und seien by € en, (B(G, Ny, [P'NG x Ny))
firt € T. Dann gilt auch b; € en,(B(G, Noy I" N G x Ny)) firt € T und es gilt:
Vier b > Vigr by,

Beweis: Jeder Begriff b; € ey, (B(G, Ny, I" N G x Ny)) 1Bt sich darstellen als In-
fimum von Merkmalsbegriffen von Merkmalen aus N;. Also a8t er sich auch dar-
stellen als Infimum von Merkmalsbegriffen von Merkmalen aus N,. Damit gilt b, €
en, (B(G, Na, I"'NGXN3)). Aus j(vi\éT b:) = (Neer I(b:)NN)" € (Mrer I(be)NN2)" =
J(Vir by) folgt die behauptete Ungleichung. O

Wiéhlen wir die Menge M als Teilmenge von FCB(M) aus, erhalten wir auf obige
Weise natiirlich den Begriffsverband B(K):

B(K) = (B(K),A,V) = (em(B(G, M, 1" G x M), \, V) = en(B(K), A, V)

Schrankt man sich fiir eine Teilmenge N von M auf FCB(N) C FCB(M) ein, so erhélt
man mit dem FCB(N)-Unterhalbverband eine vollstandige Boolesche Unteralgebra
von ﬁb(K). Das lokale Supremum entspricht in diesem Fall also dem globalen. Diese
Tatsache ermoglicht es uns, in begrifflichen Wissenssystemen (die in Abschnitt 1.5
eingefithrt werden) global giiltige Gleichungen bereits durch die Erkundung eines
Teilgebietes des zu untersuchenden Wissens festzustellen.

Zwei weitere Teilmengen von FCB(M) verdienen eine nidhere Betrachtung: Der
freie vollstdndig distributive vollstandige Verband FCD(M) C FCB(M) fithrt zu
den positiv-Booleschen Begriffen, die im Kapitel 2 untersucht werden. Im nachsten
Abschnitt werden die sogenannten definierbaren Begriffe eingefiithrt, die man erhalt,
wenn man nur die endlich zusammengesetzten Merkmale aus FCB(M) auswahlt.

1.3 Definierbare Begriffe

In DIN-Norm 2330 ([DIN]), die von Begriffen und Benennungen handelt, werden
Definitionen wie folgt beschrieben:

“Definitionen dienen dazu, einen moglichst eindeutigen Zusammenhang zwischen
Begriffen und Benennungen herzustellen. Sie grenzen einen Begriff ab, indem er zu
anderen (bekannten oder bereits definierten) in Beziehung gesetzt wird. [...] Dabei
ist die klassische Form die Inhaltsdefinition. [...] Eine Inhaltsdefinition besteht in
der Angabe der Merkmale, die den Inhalt eines Begriffes kennzeichnen. [...]”
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Unter “Benennung” wird dabei “die mindestens ein Wort umfassende Bezeich-
nung eines Begriffes” verstanden.

Die folgende einfache Modellierung der Inhaltsdefinition in der Sprache der Boo-
leschen Begriffe kann noch dahingehend erweitert werden, dafl bei einer Definition
die Verwendung bereits definierter Begriffe ermoglicht wird.

Definition: Sei K := (G, M, I) ein Kontext und sei t € Tmpn - v(M). Dann nen-
nen wir den Term t einen Definitionsterm des Begriffes p([t]), wobei [t] die Aqui-
valenzklasse von ¢ in FCB(M) ist. Im weiteren werden wir — wie bisher schon
— auch [t] der Einfachheit halber mit ¢ bezeichnen. Ist b ein definierbarer Begriff,
dann bezeichnen wir mit Def(b) die Menge aller Definitionsterme von b. Die Menge

D(K) := u(FB(M)) C B*(K) ist die Menge der definierbaren Begriffe von K.

Wesentlich ist hier die Beschrankung auf Tmn -1 +(M) C Tm|—|7|_|mL7T(M), also
auf die Menge der endlich gebildeten Terme, um Definitionen auch effektiv angeben
zu konnen.

Den Zusammenhang zwischen einem Begriff und seiner Benennung kann nun so
beschrieben werden: Ist ¢ € Tmn -1 (M) ein Definitionsterm eines Begriffes b
und b ein Name, so nennen wir die Zuordnung b — t eine (formale) Definition des
Begriffes b und b eine (formale) Benennung von b.

Da u ein Homomorphismus Boolescher Algebren ist und FB(M) eine Boolesche
Unteralgebra von FCB(M), ist D(K) eine Boolesche Unteralgebra von B°(K), die
allerdings im allgemeinen nicht vollstandig ist. Sie kann deswegen nicht als Begriffs-
verband beschrieben werden.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Definierbarkeit der Gegenstands-

begriffe eines Booleschen Begriffsverbandes B°(K) und dem A-Unterhalbverband
E(KFB(M))

Satz 1.3.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Jeder Boolesche Begriff ist Infimum von definierbaren Begriffen.

2. Der FB(M)-Unterhalbverband von ﬁb(K) ist ganz ﬁb(K)
(d. h. es gilt eppnB(KBM)) = B°(K)).

3. Der FB(M)-Teilkontext von K® ist doppelt fundiert.

4. Alle Gegenstandsbegriffe von B’ (K) sind definierbar.

Beweis: “1. <= 2.”: Dies gilt, weil jeder Begriff Infimum von Merkmalsbegriffen
ist.

“2.=3.7: B"(K) ist isomorph zur Potenzmengenalgebra (G /s, <) und somit ein dop-
pelt fundierter Verband. Nach Satz 0.2.2 ist jeder Kontext K’ mit B(K') = B°(K)
doppelt fundiert, also insbesondere auch KFBM),
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“3.=4.7: Sei g € G. Wegen ¢gJ*L und L' = () C {s} fiir alle s € FB(M) gibt es
ein t € FB(M) mit g / t. Nun ist =t eine Definition fiir yg: Angenommen, es gébe
h € U(u(—t)) mit A’ # ¢'. Dann gibt es ein s € FB(M) mit g /*s und hi’s. Es folgt
p(sUt) = psV ut > ut. Wegen g 7t gilt also g u(s Ut). Dies steht aber im
Widerspruch zu ¢ /*s und g/°s.

“4.=2.7: Fiir jeden Begriff b € 8B’ (K) setze Xy := {~t € FB(M)|t € Def(~g) fiir ein
g € G mit g [ b}. Dann gilt b = A{us|s € Xe}, also b € eppyB(KBM)), O

Der Satz gibt also insbesondere an, unter welchen Bedingungen wir jeden Gegen-
stand eines gegebenen Kontextes durch endlich viele Merkmale beschreiben kénnen.
Daraus kann allerdings noch nicht gefolgert werden, daf} jeder Begriff des Booleschen
Begriffsverbandes definierbar ist: In B(IN,IN, =) sind alle Gegenstandsbegriffe defi-
nierbar, aber es kann nur abzéhlbar viele definierbare Begriffe geben (da FB(M)
abzdhlbar ist), wahrend der Boolesche Begriffsverband tiberabzéhlbar ist.

1.4 Implikationen zwischen Merkmalen mit Boole-
schen Abhangigkeiten

Die Struktur eines Begriffsverbandes ist bereits bekannt, wenn das Hiillensystem der
Begriffsinhalte gegeben ist. Dieses kann durch eine Menge von Implikationen zwi-
schen den Merkmalen beschrieben werden. B. Ganter hat in [Ga] einen Algorithmus
angegeben, mit dem eine minimale Menge von Implikationen berechnet werden kann.

Der Algorithmus erlaubt eine Modifikation. Damit kénnen die Implikationen auch
dann bestimmt werden, wenn der Kontext nicht explizit gegeben ist. Der Benutzer
wird jeweils gefragt, ob eine vorgeschlagene Implikation giiltig ist oder nicht. Verneint
der Benutzer dies, so muf er ein Gegenbeispiel eingeben, d. h. einen Gegenstand, der
dieser Implikation widerspricht. Der Algorithmus berechnet eine Basis von Implika-
tionen, also eine minimale Menge von Implikationen, aus denen sich alle anderen
Implikationen herleiten lassen.

Das hier vorgestellte Verfahren der Merkmalexploration mit vorgegebenen Abhdin-
gigkeiten ist eine Erweiterung des Verfahrens von B. Ganter. Zu Beginn des Verfah-
rens kéonnen Abhéngigkeiten, die zwischen den Merkmalen bestehen, als Boolesche
Gleichungen eingegeben werden. Der Algorithmus bestimmt dann eine Menge von
Implikationen, die, zusammen mit den vorgegebenen Gleichungen, das System der
Begriffsinhalte des Kontextes beschreibt. Werden keine Gleichungen vorgegeben, so
entspricht dieses Verfahren dem von B. Ganter.

Zuerst betrachten wir den Fall, in dem der Kontext K := (G, M, I') vollstandig
vorliegt. Im folgenden gehen wir stets davon aus, dal M endlich ist.

Definition: Eine Implikation zwischen Merkmalen (in M) ist ein Paar (A, B) von
Teilmengen von M. Wir bezeichnen es mit A — B und lesen es A impliziert B. Fine
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Teilmenge T C M respektiert eine Implikation, wenn A € T oder B C T ist. T
respektiert eine Menge £ von Implikationen, wenn T' jede einzelne Implikation in £
respektiert. A — B gilt in einem Kontext K, wenn sie im System der Zeileninhalte
gilt. Wir sagen dann auch, A — B sei eine Implikation des Kontextes K.

Lemma 1.4.1 Fine Implikation A — B gilt in K genau dann, wenn B C A" ist.
Sie gilt dann auch fir das System aller Begriffsinhalte.

Definition: Eine Implikation A — B folgt (semantisch) aus einer Menge £ von Im-
plikationen zwischen Merkmalen, falls jede Teilmenge von N, die £ respektiert, auch
A — B respektiert.

Definition: Eine Gleichung s=t € Tmp 1 (M) x Tmn - 7(M) gilt in K, wenn
{sH' = {1} in K gilt.

Angenommen, wir hitten bereits eine Menge ¥ C Tmp -1 (M) X Tmp -1 17(M)
von Gleichungen gegeben, die in K gelten. Gesucht ist nun eine méoglichst kleine
Menge von Implikationen, aus der sich, zusammen mit den Gleichungen in 3, alle
Implikationen zwischen den Merkmalen aus M herleiten lassen.

Definition: Mit <¥> bezeichnen wir die von ¥ erzeugte Kongruenzrelation auf
FB(M). Fiir A C M sei A:={m € M|[m] > [A\A] in FB(M),.s>} und wir setzen
Ly :={A = A|AC M}.

Es ist klar, da die Implikationen aus Ly in K gelten. Die Abbildung A +— A ist ein
Hiillenoperator auf M.

Definition: Eine Menge £ von Implikationen von K heifit ¥-vollstandig, wenn jede
Implikation von K aus £ U Ly folgt. Eine Menge £ von Implikationen von K heifit
Y-reduziert, wenn keine Implikation A — B € £ aus (£ \ {A — B}) U Ly, folgt.

Um eine X-vollstandige und ¥-reduzierte Menge von Implikationen angeben zu kon-
nen, bendtigen wir den Begriff des ¥-Pseudoinhalts:

Definition: Eine Teilmenge P von M heifit ¥-Pseudoinhalt von K, wenn P = P #
P” und wenn fiir jeden X-Pseudoinhalt Q C P schon Q" C P gilt.

Satz 1.4.2 Die Menge L := {P — P"|P X-Pseudoinhalt} ist eine Y-vollstindige
und Y-reduzierte Menge von Implikationen von K.

Beweis: Offenbar gelten die Implikationen von £ in K.

Um zu zeigen, dafl £ Y-vollstandig ist, zeigen wir, daf} jede Teilmenge T' von M,
die LU Ly respektiert, ein Begriffsinhalt ist: Da 7' — T € Ly, gilt T' = T. AuBerdem
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respektiert T" insbesondere alle ) — (" mit () Y-Pseudoinhalt und ¢ C T. Ware nun
T #T", so ware T nach Definition ein ¥-Pseudoinhalt und somit wiirde ' — T" € L
gelten. Widerspruch, da T" diese Implikation nicht respektiert.

Sei nun P — P” € L. Wir zeigen, dal P — P” sich nicht aus £' := (£ \
{P—P"})U Ly, herleiten 148t (und beweisen damit die ¥-Reduziertheit), da P alle
Implikationen aus £’ respektiert: Da P = P gilt, respektiert P alle Implikationen
aus Ly. st nun Q — Q" € L\{P — P"} mit Q C P, so gilt auch @ C P, da P ein
Y-Pseudoinhalt ist. Also respektiert P auch @ — Q". O

Die Menge aller Begriffs- und ¥-Pseudoinhalte bildet ein Hiillensystem auf M. Dies
ist eine Konsequenz aus dem néchsten Satz:

Satz 1.4.3 Sind P und Q) Begriffsinhalte oder YX-Pseudoinhalte mit P € Q und
Q L P, soist PNQ ein Begriffsinhalt.

Beweis: Sowohl P als auch @), und damit auch P N @ respektieren alle Implikatio-
nen in £ U Ly mit Ausnahme von P — P” und ) — @". Wegen P € PN Q) und
Q € PNQ respektiert P N Q auch diese Implikationen, ist also ein Begriffsinhalt. O

Korollar 1.4.4 Die Menge aller Begriffs- und Y-Pseudoinhalte bildet ein Hiillensy-
stem auf M.

Zu diesem Hiillensystem erhalten wir den Hiillenoperator Hy durch:

He(X):=XUXOUX®U... mit X®:=XU( {B|A - BeL,ACX}
Im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, dal M = {1,...n} ist:
Definition: Durch A < B: <= Ji € B\A: An{1,2,...,:L1} = Bn{1,2,...,iL1}

fir A, B C M wird die lektische Ordnung auf B(M) definiert.
Fir A,BC M, 1€ M sei

e A<, B:<—= 1B\ Aund An{l,2,... L1} =Bn{l,2,...,:L1}
o Adi:=Hu(An{L,2,....0 L1} U{i})

Der folgende Algorithmus gibt alle Begriffs- und ¥-Pseudoinhalte in lektischer Ord-

nung aus:

Algorithmus: Der lektisch kleinste Begriffs- oder Y-Pseudoinhalt ist §. Fiir eine
gegebene Teilmenge B C M erhélt man den lektisch nachsten Begriffs- oder -
Pseudoinhalt, indem man alle Elemente ¢ von M\ B priift, beginnend mit dem gréfiten
und dann in absteigender Folge, bis erstmals B <; B &1 ist. B ¢ ¢ ist dann der
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lektisch nachste Begriffs- oder ¥-Pseudoinhalt. Der lektisch grofite Begriffs- oder
Y-Pseudoinhalt ist M.

Jetzt konnen wir die Merkmalexploration mit vorgegebenen Abhdingigkeiten beschrei-
ben: Angenommen, wir hétten bereits eine Menge 3 von booleschen Gleichungen ge-
geben, die in einem Kontext K gelten. Nun soll eine Y-vollstandige und Y-reduzierte
Menge von Implikationen von K mit Hilfe eines Computers bestimmt werden, ohne
daf} der gesamte Kontext eingegeben werden muf.

Genau wie beim Algorithmus von B. Ganter erlaubt der obige Algorithmus eine
Modifikation: Wahrend der Bestimmung der Menge £ von Implikationen kénnen
noch Gegenstédnde zum Kontext hinzugefiigt werden. Gelten fiir sie alle Gleichungen
aus Y und respektieren ihre Zeileninhalte alle bereits bestimmten Implikationen, so
kann das Verfahren mit den bis dahin berechneten Ergebnissen fortgefithrt werden:

Lemma 1.4.5 Sei K ein Kontext und ¥ C Tmp g 7(M) X Tmpy o 7(M) eine Men-
ge von in K giltigen Gleichungen. Es seien Py, P, ..., P, die ersten n X-Pseudo-
inhalte von K in lektischer Ordnung. Sei K, = (GU{g}, M,I,) ein Kontexl mit
I, NG x M =1, in dem die Gleichungen aus ¥ sowte die Implikationen P, —
P’ i =1,...n gelten. Dann sind Py, Py, ..., P, auch die ersten n Y-Pseudoinhalte
in lektischer Ordnung.

Beweis: Es gilt P/7 = P/ fiir i = 1,...n, da die Menge {¢g}’ die Implikationen
P; — PH respektiert. Da jeder Y-Pseudoinhalt Q C P; von K lektisch kleiner als P;
ist, ergibt sich das Lemma direkt aus der Definition des ¥-Pseudoinhaltes. O

Die Modifikation des Algorithmus funktioniert also folgendermaflen: Sie beginnt mit
einem Teilkontext (H, M, I N H x M) des Kontextes (G, M, I). Dabei kann die Ge-
genstandsmenge H auch leer sein. Dann wird der lektisch erste -Pseudoinhalt P
bestimmt. Der Benutzer wird gefragt, ob die Implikation P, — P/ gilt. Entweder be-
jaht er dies oder er erweitert den Kontext (H, M, I N H x M) um ein Gegenbeispiel.
Das Verfahren wird dann fortgesetzt, bis alle ¥-Pseudoinhalte bestimmt sind.

Beispiel: Wir betrachten die folgenden Eigenschaften von Dreiecken in der Eukli-
dischen Ebene: rechtwinklig(rw), schiefwinklig(schw), stumpfwinklig(stw), spitzwink-
lig(spw), gleichseitig(gs), ungleichseitig(ugs) und gleichschenklig(gsch). Offensichtlich
gelten die Gleichungen in ¥ = {schw = —rw, schw = stw V spw, ugs = —gs}.

Der Dialog mit dem Computer wird dann wie folgt aussehen:
Computer: “Gilt die Implikation ) — {rw, schw, stw, spw, gs, ugs, gsch}?”
(Der erste ¥-Pseudoinhalt ist die leere Menge)
Experte: “Nein! Gegenbeispiel: Dreieck Dy hat die Merkmale rw und wugs.”
C: “Gilt 0 — {rw, ugs}?”
(Der erste ¥-Pseudoinhalt ist immer noch die leere Menge, aber jetzt gilt

0" = {rw, ugs})
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IHEARAE Dy [[(11,0),(1,0), (5, %)

SO I B N S Dy [ (L1,0),(1,0),(0,v3)
Dy || x X Dy (J_l,()),(l,()),((),l)
D, X X | X X Dy (J_l,()),(l,()),(%,l)
D3 X X | X D5 (J_l,()),(l,()),((),%)
D4 X X X D6 (J_l,()),(l,()),(%,%)
Ds X | x R D7 | (L1,0),(1,0),(0,3)
Dg X X X | %
D~ X X X | %

{gs} = {schw, spw, gsch}

{schw, stw} — {ugs}

{schw, stw, spw, ugs} — {rw, gs, gsch}
{rw} — {ugs}

Abbildung 1.3: Gegenbeispiele und Implikationen der Merkmalexploration

“Nein! Gegenbeispiel: Dreieck Dy hat die Merkmale schw, spw, gs und gsch.”
“ Gilt {gsch} — {schw, stw, gs}?”

“Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D3 hat die Merkmale rw, ugs und gsch.”

“ Gilt {gsch} — {schw, stw, gs}?”

: “Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D3 hat die Merkmale rw, ugs und gsch.”

=RolcEele

Im weiteren Verlauf bestatigt der Experte die Implikationen {gs} — {schw, spw,
gsch}, {schw, stw} — {ugs}, {schw, stw, spw, ugs} — {rw, gs, gsch} und {rw} —
{ugs}, und gibt zu den anderen vorgeschlagenen Implikationen die Gegenbeispiele
D4 bis D7 an.

Als Ergebnis der Merkamlexploration erhalten wir also die Liste der Implikatio-
nen und den Begriffsverband in Abbildung 1.4. Hatten wir das Verfahren begonnen,
ohne vorher Gleichungen anzugeben (d. h. mit ¥ = (}), so hatten wir denselben Be-
griffsverband erhalten, die Liste der Implikationen hétte jedoch wie folgt ausgesehen:
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{gs} = {schw, spw, gsch}
{spw} = {schu}
{stw} — {schw, ugs}
{schw, spw, gs, ugs,gsch} — {rw, stw}
{schw, stw, spw, ugs} — {rw, gs, gsch}

{rw} — {ugs}
{rw, schw, ugs} — {stw, spw, gs, gsch}

Allgemein kann man das Verfahren von B. Ganter (und die oben beschriebene Er-
weiterung) verstehen als ein interaktives Vefahren, welches den von einer gegebenen
Menge von (Merkmals-)Begriffen erzeugten vollstandigen A-Unterhalbverband eines
Booleschen Begriffsverbandes bestimmt. In Kapitel 2 wird das Verfahren der Distribu-
tiven Begriffexploration vorgestellt, mit dem der vollstdndige Unterverband bestimmt
werden kann, der von gegebenen Begriffen erzeugt wird. Ein Verfahren zur Bestim-
mung der von gegebenen Begriffen erzeugten vollsténdigen Booleschen Unteralgebra
steht bisher noch aus.

1.5 Modell eines begrifflichen Wissenssystems

Unter einem begrifflichen Wissenssystem verstehen wir eine Struktur, die die Méglich-
keit bietet, einen Teil des begrifflichen Wissens, der in einem klar abgegrenzten Wis-
sensgebiet vorhanden ist, zu speichern und zugénglich zu machen. Um diesen Ansatz
den Methoden der formalen Begriffsanalyse zugénglich zu machen, gehen wir von der
grundlegenden Annahme aus, dafl das Wissensgebiet durch einen formalen Kontext
U = (Gy, My, ly), den wir begriffliches Universum nennen, beschrieben wird.

Es hat sich als nétig erwiesen, die Sprache der Begriffsanalyse — also die der
vollsténdigen Verbédnde — zu erweitern, um Aussagen, die die Negation und die Dis-
junktion mit einbeziehen, mit in das System aufnehmen zu kénnen. P. Luksch und R.
Wille haben hierfiir in [LuWi] die Erweiterung des Begriffsverbandes zur Algebra der
Halbbegriffe vorgeschlagen. Das hier vorgestellte alternative Modell basiert dagegen
auf der Erweiterung des Begriffsverbandes zum Booleschen Begriffsverband.

Definition: Ein (einwertiges) begriffliches Wissenssystem nennen wir ein Tupel
W := (G, M, B,1,%), wobei GG, M und B endliche disjunkte Mengen sind, ¥ eine
Menge von Booleschen Gleichungen iiber MUB und [ eine binére Relation zwischen
G und Tmpny - 7(MUB). Die in I enthaltenen Paare nennen wir Zugehéorigkeiten.
Anstelle von (g,t) € I schreiben wir auch g|¢.

Wir beschrénken uns bei dem Modell auf endliche Mengen, um einer méglichen Imple-
mentierung auf dem Computer gerecht zu werden. Dies hat auch den Vorteil, dafl wir
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nicht mit den verallgemeinerten Termen aus Tmﬂ Lf~L +(MUB) operieren miissen.

Die nachste Definition gibt an, wann (und wie) ein begriffliches Wissenssystem ein
Universum beschreibt:

Definition: Ist U := (Gy, My, Iy) ein begriffliches Universum, W := (G, M, B, [
ein begriffliches Wissenssystem mit ¢ C Gy und M C My, und ist 3: B —
eine Abbildung, so definieren wir die Abbildung [[]]% Tmay-1 T (MUB) —
durch:

, X))
B'(U)
B(U)

w(t) firte M

B(t) firte B

05 (U) firt = L
[1]7 = { 1%(U) firt =T

[uld A [v]f fir t=uno

[ulf Vv [v]f firt=wUw

—[u)f fiir t = —wu

Ist der Bezug auf U und 3 eindeutig, so schreiben wir auch kiirzer [¢] fiir [t]{.

Wir sagen, daBl das begriffliche Wissenssystem W in einem Universum U :=

(Gy, My, Iy) gilt, wenn G eine Teilmenge von Gy ist, M eine Teilmenge von My,
und wenn es eine Abbildung 3: B — B*(U) gibt, so daf gilt:

(9:) € I=g [, (s,1) € S =[] =1
Das Paar (U, () heifit dann auch Modell von W. Ein begriffliches Wissenssystem

heifit konsistent, wenn es ein Modell besitzt.

In einem begrifflichen Wissenssystem kénnen wir insbesondere auch Definitionen ab-
speichern: Ist b € B*(U) ein definierbarer Begriff, den wir mit b € B benennen
wollen, und ist ¢t € Tmp - 1 7(M) ein Definitionsterm fiir b, dann kénnen wir die
Definition b — ¢ als Gleichung b=t in die Relation ¥ aufnehmen.

Ist in einem begrifflichen Wissenssystem bereits Wissen iiber ein begriffliches Uni-
versum erfafit, so stellt sich die Frage, inwieweit hieraus weiteres Wissen iiber das
zu untersuchende Universum gefolgert werden kann. Wir geben einen semantischen
Folgerungsbegrift an:

Definition: Eine Gleichung (s,t) € Tmpn -1 7(MUB) x Tmn - 7(MUB) folgt
aus einem Wissenssystem W (in Zeichen: W |= s=t), wenn [s]{, = [t]§ in jedem
Modell (U, 3) von W gilt. Eine Zugehoérigkeit (g,t) € G x Tmny - 7(MUB) folgt
aus W (in Zeichen: W |= g1 1), wenn gL[[t]]% in jedem Modell (U, 3) von W gilt. Das
begriffliche Wissenssystem WF := (G, M, IF, B, ©F) mit

IF :={(g,t) € G x Tmny -, 7(MUB)| W= gl .t} und

YF = {(s,t) € Tmay- 1 7(MUB) x Tmny -1 7(MUB)| W= s=t}

heiflt der logische Abschlufl von W.
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Lokale Vollstindigkeit

Ein begriffliches Wissenssystem wird im allgemeinen nicht das gesamte vorgegebe-
ne begriffliche Universum erfassen, es wird also nicht vollstandig sein. Die Grenze
dessen, was das Wissenssystem maximal an Wissen speichern kann, wird durch die
Festlegung der Mengen G, M und B gezogen. Erreicht das System diese Grenze, so
nennen wir es lokal vollstandig:

Definition: Ein begriffliches Wissenssystem W heifit ¥-vollstdndig auf einer Teil-
menge N von Tmn -1 1(MUB), wenn fiir alle s,t € Tmn -1 7(MUB) entweder
[s]17 = [t} in jedem Modell (U, 3) von W gilt oder wenn [s]f # [t]f; in jedem Modell
gilt. W heifit E-vollstandig, wenn es Y-vollstandig auf Tmpq - 1 7(MUB) ist.

Ein begriffliches Wissenssystem W heifit [-vollstandig auf H x N fiex H C G
und N C Tmny -1 7(MUB), wenn fiir alle ¢ € GG und ¢t € N entweder in jedem
Modell gL[[t]]% oder in jedem Modell g )L[[t]]% gilt. W heifit [-vollstandig auf N C
Tmn -1, 71(MUB), wenn es [-vollstandig auf GG x N ist. W heifit lokal vollstandig,
wenn es sowohl /-vollstandig als auch Y-vollstandig ist.

Die X-Vollstandigkeit kann mit dem in W enthaltenen Wissen festgestellt werden,
wenn eine hinreichende Anzahl von Gegenstdanden vorhanden ist:

Ein begriffliches Wissenssystem W ist Y-vollstandig auf N € Tmpn - 1(MUB),
wenn fiir alle s,¢ € N entweder W = s=t gilt oder wenn es einen Gegenstand geG
mit W = g| (sM—t) oder mit W |= g| (—s¢) gibt. Die Relation [= entspricht der se-
mantischen Folgerung der Aussagenlogik, fiir die es einen korrekten und vollstdndigen
Kalkiil gibt. Die Bedingung kann also algorithmisch getestet werden.

Die I-Vollstandigkeit kann ebenfalls algorithmisch getestet werden. Ein Wissens-
system ist inshesondere dann [-vollstandig, wenn fiir alle ¢ € G und alle + € MUB
entweder g| x € [ oder g| ~x € I gilt.

Prinzipiell unmoglich ist es dagegen, nur aufgrund der Kenntnis des in einem
Wissenssystem gespeicherten Wissens festzustellen, zu welchem Anteil das System
das durch das gesamte begriffliche Universum gegebene Wissen abdeckt. Hierzu ist
die Kenntnis des ganzen begrifflichen Universums notwendig.

Erweiterungen des Modells

In dem oben vorgestellten Modell eines begrifflichen Wissenssystems kann die Ver-
schiedenheit von zwei Begriffen nur dadurch beschrieben werden, dafl man einen
Gegenstand angibt, der unter den einen der beiden Begriffe féllt, aber nicht un-
ter den anderen. Ist man daran interessiert, die Verschiedenheit von zwei Begriffen
auch ohne die explizite Angabe eines solchen Gegenstandes ausdriicken zu kénnen, so
kann man das Modell des begrifflichen Wissenssystems durch eine weitere Relation
Y C Tmny -1 1(MUB) x Tmp, -1 1(MUB) erweitern. Ein Paar (U, 3) ist dann ein
Modell von (G, M, I, B,¥,Y), wenn es ein Modell von (G, M, I, B,Y) ist und wenn
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zusitzlich fiir (s,1) € T in jedem Modell [s]7 # [t] gilt.

In vielen Anwendungen erlauben Merkmale verschiedene Auspragungen, so dafl das
zu untersuchende Wissensgebiet nicht als einwertiges begriffliches Universum aufge-
faBit werden kann. Es bietet sich an, das Wissensgebiet dann als mehrwertiges be-
grifflichen Universum gegeben zu denken, worunter wir einen mehrwertigen Kontext
U = (Gy, My, Wy, Iy) verstehen. ?

Ein mehrwertiges Universum kénnte dann einen dreistufigen Aufbau besitzen: In
der untersten Stufe befindet sich ein mehrwertiger Kontext K := (G, M, W, ), der
das durch die Relation [y beschriebene Wissen erfassen kann, d. h. fiir den G C Gy,
MC My, W CWyund I C Iyn (G x M x W) gilt.

Die zweite Stufe besteht aus einer Familie S:=(S;);es von Skalen S;:=(G, M, [)
mit Gy C W fiir eine Teilmenge N von M.? die fiir die fiir den Benutzer des Systems
interessanten Fragestellungen relevant sind.

Auf diesen Skalen basiert die dritte Stufe: Eine Menge ¥ von Booleschen Gleichun-
gen liber der Vereinigung Use sM, der Merkmalsmengen der Skalen (sowie eventuell
tiber einer Menge B von Begriffsnamen wie im einwertigen Fall) beschreibt bekannte
Beziehungen zwischen diesen Merkmalen. Auflerdem gibt es die Moglichkeit, in einer
Relation [ C G x TmmumL’T(UsesMs) fiir Gegenstéande ihr Verhalten beziiglich der
Skalen festzuhalten, selbst wenn die zugrundeliegenden Merkmalsauspragungen nicht
genau bekannt sind.

Beispiel: Wir betrachten erneut das Beispiel der Trekking-Zelte auf Seite 15. Als be-
griffliches Universum nehmen wir den mehrwertigen Kontext U = (G, My, Wy, Iy)
an, wobei Gy die Menge all der Zeltmodelle sei, die das Bergsportgeschift 1993 an-
geboten hat, und My die Menge all der Merkmale, die in Bezug auf Trekking-Zelte
relevant sind.

Den in Abbildung 1.1 dargestellten mehrwertigen Kontext kénnen wir nun als den
mehrwertigen Kontext K des Wissenssystems W auffassen. Die Menge S enthalte die
Skalen, nach denen wir den einwertigen Kontext in Abbildung 1.1 gewonnen haben.

Die auf Seite 16 angegebenen Gleichungen sind in unserem Universum natiirlich
nicht mehr allgemein giiltig. Angenommen, wir wiilten aber, dafy auch bei allen an-
deren angebotenen Zelten, die fiir drei Personen oder mehr gedacht sind, die Innen-
zeltfliche mehr als 3,0 m? betragt. Dann kénnen wir die Gleichung (> 3 Personen) LI
=(>3,0 m*) = T in die Gleichungsmenge ¥ aufnehmen. Die Relation I benétigen
wir in diesem Fall nicht, da der mehrwertige Kontext K vollstdndig ist, also in jedem
Feld einen Fintrag hat. Wenn wir aber z. B. {iber die Innenzeltfliche des Zeltes Dra-

gon nur wiiBten, dabl sie zwischen 3 und 3.5 m? liegt, so kénnten wir dieses Wissen
durch (Dragon, (> 3m?) M —(> 3,5m?)) € [ festhalten.

ZDer mit mehrwertigen Kontexten nicht vertraute Leser sei auf [GaWi93] verwiesen.
3Diese Konstruktion erlaubt die Skalierung iiber mehrere Merkmale gleichzeitig (vgl. [VoWaWi])
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Kapitel 2

Positiv-Boolesche Begriffsverbande

In vielen Anwendungen der formalen Begriffsanalyse sind nur die Merkmale von Be-
deutung, die nicht durch Negierung entstehen. Ihre Teilmenge in der freien vollstandig
distributiven vollstandigen Booleschen Algebra FCB(M) bildet genau den freien
vollstandig distributiven vollstandigen Verband FCD(AM) iiber M. Wir erhalten die
positiv-Booleschen Begriffe als FCD(M )-Unterhalbverband des Booleschen Begriffs-

verbandes.

2.1 Positiv-Boolesche Kontexte und positiv-Boole-
sche Begriffsverbande

Definition: Sei K := (G, M, I) ein Kontext und sei M* := FCD(M) C FCB(M). Der
MP-Teilkontext von K° heifit der positiv-Boolesche Kontext zu K. Wir bezeichnen
ihn mit K? = (G, M?, I?). Die Begriffe von B°(K) := B(K?) heiflen positiv-Boolesche
Begriffe.

Das Bild von B7(K) unter ep» bildet einen vollstandigen Unterverband des Boo-
leschen Begriffsverbandes, da A;crpu(t;) = pu([liert:) und Vierp(ti) = p(lierts) fur
t; € FCD(M),i € I in B°(K) gilt. Fiir die positiv-Booleschen Begriffe ist das lokale
Supremum also gleich dem globalen, d. h. \V/M" = V| i (87 (K))-

Den Begriffsverband B(K) finden wir nach Lemma 1.2.1 auch in 8°(K) als A-
Unterhalbverband wieder.

Im Liniendiagramm eines positiv-Booleschen Begriffsverbandes B”(K) ist es —
wie bereits bei den Booleschen Begriffsverbanden — nicht nétig, alle Merkmalsbe-
griffe mit den entsprechenden Merkmalen aus FCD(M) zu beschriften. Es geniigt,
die Merkmalsbegriffe der Merkmale aus M zu beschriften. Dies ergibt sich aus dem
folgenden Satz, den wir analog zum Hauptsatz iiber Boolesche Begriffsverbande for-
mulieren:

Satz 2.1.1 FEin vollstindig distributiver vollstindiger Verband V' ist genau dann
isomorph zu dem positiv-Booleschen Begriffsverband B (K) eines Kontextes K :=
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5| £ -
= £ ks
Forum Romanum _;"5 Q(Z % % EQ
2| Sm = <
S1(>1[22|=21[52][23(21
Triumphbogen des Septimus Severus || x X X X X
Titusbogen X X X X X
Basilica Julia X
Maxentius-Basilica X
Phocassédule X X X
Curia X
Haus der Vestalinnen X
Portikus der zwolf Gotter X X X
Tempel des Antonius und der Fausta || x X X X X X
Tempel des Castor und Pollux X X X X X X X
Tempel des Romulus X
Tempel des Saturn X X X
Tempel des Vespasian X X
Tempel der Vesta X X X X X

Abbildung 2.1: Kontext zu Sehenswiirdigkeiten im Forum Romanum

(G, M, I), wenn Abbildungen v:G — V und p: M — 'V existieren, so daf§ v(G)
supremum-dicht in 'V ist, u(M) den Verband V vollstindig erzeugt, und wenn fir
alle g € G, m € M gilt: (9,m) € I < ~g < pm.

Insbesondere ist V' isomorph zum positiv-Booleschen Begriffsverband B°(V,V, <).

Beweis: Der Beweis verlauft analog zu dem von Satz 1.1.1 4

Da distributive Verbande sich als Unterverbédnde von Produkten von Ketten darstel-
len lassen, ergeben sich oft sehr {ibersichtliche Liniendiagramme, die z. B. als ad-
ditive Liniendiagramme gezeichnet werden kénnen. Allerdings gibt es bis jetzt auch
fiir distributive Begriffsverbédnde noch keinen Algorithmus, der automatisch “schéne”
Diagramme zeichnet.

Beispiel: Der Kontext in Abbildung 2.1 gibt an, mit wievielen Sternen einige Se-
henswiirdigkeiten im Forum Romanum durch die Reisefithrer Baedecker, Les Guides
Bleues, Michelin und Polyglott bewertet werden.

In Abbildung 2.2 ist der zugehoérige Begriffsverband abgebildet, in Abbildung 2.3
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Curia / Tempel Maxentius-Basilica
Basilicadulia __ des
Haus der Vestalinnen Romulus
Q )

Tempel desVespasian —

Tempel des Saturn

Portikus der
zwoelf Goetter

Tempel der Vesta Titusbogen

Triumphbogen des

Septimus Severus Tempel des Antonius

und der Fausta
Tempel des Castor
und Pollux

Abbildung 2.2: Begriffsverband zum Kontext in Abb. 2.1

der positiv-Boolesche Begriffsverband. Der Boolesche Begriffsverband 1a8t sich nicht
mehr als Ganzes abbilden, da er 2'® Elemente enthalt! Die A-Halbverbandseinbettung
von B(K) in den positiv-Booleschen Begriffsverband 8°(K) ist durch die ausgefiillten
Kreise im Liniendiagramm in Abbildung 2.3 angedeutet.

Mochte man z. B. die Sehenswiirdigkeiten des Forum Romanums feststellen, die mit
mindestens einen Stern im Polyglott oder Baedecker sowie mindestens einem Stern im
Michelin ausgezeichnet wurden, so erhédlt man diese als Begriffsumfang des Begriffes
p(((Polyglott >1) V (Baedecker >1)) A (Michelin >1)): Es sind die Sehenswiirdig-
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keiten Phocassdule, Tempel des Saturn, Portikus der zwolf Goétter, Triumphbogen
des Septimus Severus, Tempel der Vesta, Titusbogen, Tempel des Antonius und der
Fausta sowie der Tempel des Castor und Pollux.

An dem positiv-Booleschen Begriffsverband erkennt man sehr gut, dafl die Bewer-
tungen im Baedecker stark von den Bewertungen der anderen Reisefithrer abweichen:
Durch den Begriff y(Baedecker > 1) wird fast die Halfte des Verbandes erzeugt.

2.2 Begriffexploration

Gehen wir von einer (endlichen) Menge B von Begriffen eines Kontextes K aus, den
sogenannten Grundbegriffen, so stellt sich die Frage, welche weiteren Begriffe wir aus
diesen konstruieren kénnen. Mit anderen Worten, wie sieht der von diesen Begriffen
erzeugte vollstandige Unterverband U von B(K) aus?

Vollstandige Unterverbande kénnen durch abgeschlossene Teilrelationen beschrie-
ben werden:

Definition: Eine Teilrelation J C [ heifit abgeschlossene Teilrelation des Kontextes
(G, M, I), wenn jeder Begriff des Kontextes (G, M, .J) auch ein Begriff von (G, M, I)

ist.

Satz 2.2.1 Wenn J eine abgeschlossene Teilrelation des Kontextes (G, M, 1) ist,
dann ist B(G, M, J) ein vollstindiger Unterverband von B(G, M, I). Ist umgekehrt
U ein vollstindiger Unterverband von B(G, M, 1), so ist J :={A x B|(A,B) e U}
eine abgeschlossene Teilrelation und es gilt U = B(G, M, J).

Beweis: Siehe [GaWi93]. O

Ist also der Kontext K vollstandig gegeben, so 1aft sich der von den Grundbegriffen
erzeugte vollsténdige Unterverband leicht berechnen. Haufig wird jedoch der Kontext
so grof} sein, dafl man ihn nicht vollstdndig angeben méchte. R. Wille hat daher in
[Wi87] vorgeschlagen, ein Verfahren zu entwickeln, welches den Unterverband U aus
moglichst wenigen vom Benutzer einzugebenden Informationen berechnet!.

Es kann vorkommen, dafi der erzeugte Unterverband (auch bei einer endlichen
Menge von Grundbegriffen!) unendlich ist. Dies liegt daran, dal bereits der freie
Verband iiber drei Elementen unendlich grof§ ist. In einem solchen Fall wird das
Verfahren nicht terminieren.

Wissen wir jedoch, dafi der Begriffsverband distributiv ist — etwa, weil es sich
um einen positiv-Booleschen Begriffsverband handelt —, so kénnen wir dies ausnut-
zen. Der Unterverband U ist dann homomorphes Bild des freien vollstindig distri-
butiven vollstandigen Verbandes FCD(B) (und somit endlich). Gesucht ist nun eine

In [KIMa] haben U. Klotz und A. Mann dann ein erstes Verfahren angegeben
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Haus der
Vestalinnen

M axentius-
Basilika

Triumphbogen des
Septimus Severus

und Pollux

Abbildung 2.3: Positiv-Boolescher Begriffsverband zum Kontext in Abb. 2.1
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(moglichst kleine) Menge von Ungleichungen zwischen Elementen von FCD(B), so
dafl die davon erzeugte Kongruenzrelation gerade der Kern dieser Abbildung ist.
Aufgrund des Homomorphiesatzes 0.1.2 erhélt man damit eine Darstellung von U.

AuBlerdem soll fiir alle Begriffe a,b € U mit a £ b ein trennendes Gegenstand-
Merkmal-Paar bestimmt werden:

Definition: Seien a und b Begriffe in 8(U) mit a £ b. Ein trennendes Gegenstand-
Merkmal-Paar fiir a und b ist ein Paar (g, m)eGyx My mit (g,m) € I, g| a und b m.

Unser Verfahren zur Begriffexploration bearbeitet die gegebenen Grundbegriffe nach-
einander: Ist der von den ersten : Grundbegriffen erzeugte vollsténdige Unterver-
band U; bestimmt, so wird der nachste Grundbegriff b;;; hinzugefiigt. Der Benutzer
wird dann nach Unterbegriff-Oberbegriff-Beziehungen zwischen den neu hinzukom-
menden Begriffen gefragt. Dieser Vorgang kann als Bestimmung einer vollstandigen
Kongruenzrelation auf dem Tensorprodukt von U; mit dem dreielementigen Verband
0< b; <1 beschrieben werden.

2.2.1 Tensorprodukte und vollstindige Kongruenzrelationen

Wir geben hier kurz die fiir unser Verfahren benétigten Definitionen und Sétze an.

Weiterfithrende Ergebnisse finden sich in [Wi85] bzw. [GaWi93].

Tensorprodukte

Definition: Fiir vollstindige Verbande Vi und V; nennen wir Vi @ V, := B(V] x
Vo, Vi x Vo, V) mit (21, 22)V(y1,y2) : <= 21 < y1 oder 23 < yy das Tensorprodukt
von Vi und V5.

In [Wi85] wird gezeigt, dai das Tensorprodukt das freie Produkt in der Kategorie
der vollstandig distributiven vollstandigen Verbdnde mit vollstdndigen Homomor-
phismen ist. Damit ist das Tensorprodukt V4 @ V4, von zwei vollstandig distributiven
vollsténdigen Verbénden Vi und V; der “grofite” vollstandig distributive vollstandige
Verband, der von Vi und V; erzeugt werden kann.

Wir erhalten natiirliche vollsténdige Einbettungen von V4 und V5 in V4 @ V3 durch
e Vi = Vo= ([0,21] x Vo U VD x {0}, [21,1] x V2 UV x {1}) und
eo: Vo = Vi xg = (Vi X [0, 2] U{0} x Vo, Vi X [29, 1] U {1} x V).

Es liegt nahe, das Tensorprodukt von Begriffsverbédnden auf der Ebene der Kon-
texte zu beschreiben:

Definition: Das direkte Produkt der Kontexte K; := (Gy, My, 1) und Ky :=
(GQ,MQ,[Q) 1st der Kontext Kl X KQ = (Gl X GQ,Ml X MQ,V) mit

(gl,gg)V(ml,mg) L (gl,m1)€[1 oder (gg,mg)EIQ.
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Satz 2.2.2 E(Kl) ®§(K2) = E(Kl X KQ)

Beweis: Siehe [Wi85]. O

Dieser Satz zeigt die Unabhéangigkeit des Tensorproduktes (bis auf Isomorphie) von
den zugrundeliegenden Kontexten.

Satz 2.2.3 Sind K; und Ky reduzierte Kontexte, so ist auch Ky x Ky reduziert.

Beweis: Siehe [Wi85]. O

Vollstandige Kongruenzrelationen

Vollstandige Kongruenzrelationen eines Begriffsverbandes kénnen durch sogenannte
vertrdgliche Teilkontexte beschrieben werden. Die nachfolgenden Definitionen und
Satze sind aus [GaWi93] ibernommen.

Definition: Sei K := (G, M, I) ein Kontext, H C G, N C M. Dann heifit (H, N, I N
H x N) ein Teilkontext von K. Ein Teilkontext heifit vertraglich, wenn fiir jeden
Begriff (A, B) € B(K) das Paar (AN H, BN N) ein Begriff des Teilkontextes ist.

Satz 2.2.4 Sei (H,N,INH x N) ein Teilkontext von (G, M, ). Dann sind dquiva-

lent:

o (H,N,INH x N) ist ein vertriglicher Teilkontext von (G, M,T).

e Durch (A, B) — (ANH, BON) wird ein surjektiver Vollhomomorphismus Uy n
von B(K) auf B(H,N,I N H x N) definiert.

Definition: Ein Teilkontext (H, N, IN H x N) eines bereinigten Kontextes (G, M, I)
heifit pfeilabgeschlossen, wenn gilt:

h/*mhe H=meN
gy nneN=gecH

Satz 2.2.5 Jeder vertrdgliche Teilkontext eines bereinigten Kontextes ist pfeilabge-
schlossen. Ist der Kontext doppelt fundiert, so ist auch jeder pfeilabgeschlossene Teil-
kontext vertrdglich.

Satz 2.2.6 Jeder vertrigliche Teilkontext eines bereinigten (bzw. reduzierten bzw.
doppelt fundierten) Kontextes ist bereinigt (bzw. reduziert bzw. doppelt fundiert). Die
Pfeilrelationen vererben sich auf vertrdgliche Teilkontexte.

Definition: Eine vollstindige Kongruenzrelation © von B(K) heifit durch einen
vertraglichen Teilkontext (H, N, I N H x N) induziert, wenn © = Oy y := Kerlly n
gilt.
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Satz 2.2.7 [Ist der Begriffsverband B(K) doppelt fundiert, so ist jede vollstindige
Kongruenzrelation auf B(K) durch einen Teilkontext von K induziert. Ist K redu-
ziert, so ist der Teilkontext eindeutig bestimmdt.

Definition: Ein Kontext K heifit (vollstdndig) distributiv, wenn der Begriffsverband
B(K) (vollstandig) distributiv ist.

Das unten vorgestellte Verfahren zur Begriffsexploration arbeitet mit reduzierten dis-
tributiven Kontexten. In diesen lassen sich die vertraglichen Teilkontexte besonders
leicht finden — sie entsprechen genau den Teilmengen von (G. Dies ergibt der folgende
Satz:

Satz 2.2.8 Sei V =B(G, M, ) doppelt fundiert. Dann sind dquivalent:
o Vst distributiv

o Vst vollstindig distributiv
® g/ m,g/'n=pm=pun

o g/ m,h\y m=vyg=ym

Ist auferdem (G, M, I) reduziert, so ist dies dquivalent zu:

g/ m=g9,/"m, g9/ mg/ n=m=n,
g/ m=g,/ m, g/ mh /S m=g=nh

Korollar 2.2.9 Sei (G, M, 1) ein doppelt fundierter reduzierter distributiver Kon-
text. Dann sind die vertrdglichen Teilkontexte genau die Teilkontexte (H, N, I N H x
N)ymit HC G und N ={me M|3he H:h /" m}.

Der folgende Satz gibt Auskunft dartiber, welche Kongruenzrelationen welchen Teil-
mengen von (G entsprechen:

Satz 2.2.10 Sei (G, M, 1) ein endlicher reduzierter distributiver Kontext und seien
g€ G, meM mitg,/ m. Dann ist O\ (gy,M\{m} genau die vollstindige Kongru-
enzrelation auf B(G, M, T), die von (vg,vg N um) erzeugt wird.

Beweis: Der Kontext (G'\ {g}, M \ {m}, I N (G \ {g}) x (M \ {m})) ist pfeilab-
geschlossen, also auch ein vertréglicher Teilkontext. Die vertraglichen Teilkontexte
(H,N,INHxN)mitg ¢ Hundm ¢ N sind genau diejenigen, fiir die (yg, ygAum) €
Op .y gilt, da Uy n(vg A pm)) = Uan((79).)) = ¢" N H = U1y x(7g)) genau
dann gilt, wenn g ¢ H. Unter diesen Teilkontexten ist (G'\ {g}, M \ {m}, I N (G \
{g}) x (M \ {m})) der grofite und induziert daher die kleinste vollstiandige Kongru-
enzrelation, die (vg,vg A pm) enthalt. O
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2.2.2 Distributive Begriffexploration

Es wird nun das Verfahren zur Begriffsexploration beschrieben. Die einzige Vor-
aussetzung ist die, dal der zu dem Kontext gehérende Begriffsverband distribu-
tiv ist.? Sei also im folgenden U = (Gy, My, Iy) ein distributiver Kontext und sei

B — {bl, bz, ey bn} g %(U)

Definition: FEin Tupel E := (E, g, m) nennen wir Explorationskontext i-ter Stufe,
wenn

o E := (Gg, Mg, Ir) ein Kontext ist mit Gg C X v {0k, 1}, Mg C X v—110, b}
e und g: Gy — Gy und m: Mg — My partielle Abbildungen sind. ®

Das Verfahren arbeitet “stufenweise”: Auf der i-ten Stufe wird der von den ersten 1
Begriffen by bis b; erzeugte vollstdndige Unterverband U; bestimmt. Dabei werden
jeweils zwei Explorationskontexte i-ter Stufe benétigt: E; und E..

Der Explorationskontext E; beschreibt U;: Die Gegenstands- und Merkmalsmen-
gen (; baw. M; sind Mengen von i-Tupeln, um der Konstruktion des direkten Pro-
duktes von Kontexten zu entsprechen. Sie kénnen aber als Verbandsterme gedeutet
werden, und zwar (x1,...,2;) € Gg als “ey A ... A a;” und (y1,...,y;) € Mg als
“yi V...V y”. Die Tupel in G; beschreiben genau die supremum-irreduziblen Ele-
mente von U, die Tupel in M; die infimum-irreduziblen Elemente und (Z,79) € I; ist
dquivalent mit AZ < V¢ in B(U).

Die Abbildungen g und m geben die trennenden Gegenstand-Merkmal-Paare an:
Fiir © 2 ¢ in E; ist (g(¥), m(y)) ein trennendes Paar fiir die Begriffe A # und Vv
von B(U).

Der Explorationskontext E;, wird als Zwischenschritt bei der Berechnung von
EZ» benoétigt: Der Kontext E; ist das direkte Produkt von E’n mit dem Kontext
({1,6}, {b;,0}, {(b:,b,)}). Der Kontext [ ist dann ein vertraglicher Teilkontext von
E,. Die gestrichenen Zeilen-Spalten-Paare entsprechen nach Satz 2.2.10 Ungleichun-
gen, die in B(U) giiltig sind.

Die Abbildungen g, und m; ergeben sich aus g, und m; und aus Abfragen an den
Benutzer, ob jeweils g,(%)]_b; bzw. by [1,(3) gilt.

Das Verfahren beginnt mit dem Explorationskontext 0. Stufe E, := (Eq, gy, mo) mit
FEo = ({1},{0},0) und dom g, = dom mg = ). Da nun g,(1) sowie mg(0) undefiniert
sind, wird der Benutzer gefragt: “Gilt 1<0 im Begriffsverband 8B(U)?”

Antwortet der Benutzer mit “nein”, so muB er ein trennendes Gegenstand-Merkmal-
Paar (g, m) fiir die Begriffe 1 und 0 angeben.

2Genaugenommen wird sogar nur benétigt, dafl der zu untersuchende vollstéindige Unterverband
distributiv ist. Aber wie soll man das vor Durchfiihrung der Exploration wissen?
3Mit 0 und 1 bezeichnen wir im folgenden das kleinste Element 0%y und das grofite Element

11y von B(U).
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Wir erhalten dann den Explorationskontext E, := (on,go,rhO) mit Ey = K,
g,(1) := g und my(0) := m.

Antwortet der Benutzer mit “ja”, so streichen wir die entsprechende Zeile und
Spalte und erhalten somit E, := ((0,0,0),0,0). Damit ware allerdings das Verfahren
auch schon zuende, denn das wiirde ja bedeuten, daf} der Begriffsverband 8B(U) nur
aus einem einzigen Begriff bestehen wiirde!

Ist nun der Explorationskontext E; bereits berechnet, so ergibt sich der Explora-
tionskontext i+1-ter Stufe E; := (Eiy1, g4, miqq) durch

Eipy = x ({641, 1},{0, 6051}, {(big1, b))

S L falls N»(:JZ")L[JZ' 1 in B(U) gilt
. , bZ = { g; +
Si+1 (%, bis1)) deﬁmert sonst
S o falls g;(z) } biy1 in B(U) gilt
. 1 = g
Sit1 ((#,1)) { ndeﬁmert sonst
5 falls b; frnz y) in B(U) gilt
7 9 bZ = { +1
Mis1 (7 bit1)) undeﬁmert sonst
myp ((7,0) = { g.(v) falls b;y1 f1;(7) in B(U) gilt

undefiniert sonst

gi(r
un
gi(7
u

Die Angaben, ob g;(Z)] biy1 bzw. ob by [ ;(7) in B(U) gilt, miissen jeweils vom
Benutzer erfragt werden. Hierbei kann jedoch ausgenutzt werden, daB fiir 7 € G; und
7 € M; mit ¥ 2 ¢ von den beiden Fragen “Gilt g;(z £)1 big1 in B(U)?” bzw. “Gilt
bi+1frhi(y_’) in B(U)?” hochstens eine mit “ja” beantwortet werden kann, da
(&;(¥), Mm;(y)) ein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar war.

Jetzt konnen wir Ei-l—l bestimmen. Fiir jedes Paar (%,9) € Gip1 X M4 mit Z,7
in E;, fiir das es noch kein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar gibt, d. h. fiir das
8;+1(%) oder m;y () undefiniert ist, muB der Benutzer angeben, ob AZ < V¢ in
B(U) gilt.

Antwortet er mit “ja”, so werden die entsprechende Zeile und Spalte gestrichen.
Nach Satz 2.2.10 induziert der so entstehende Teilkontext die von A ¥ <\ ¢ erzeugte
Kongruenzrelation auf E, ;.

Die Antwort “nein” mufl der Benutzer mit einem Gegenstand-Merkmal-Paar
(g7, my) begriinden. Dabei kann es vorkommen, daB entweder g, (%) oder my1, (%)
schon definiert sind. Diese kénnen dann (aber miissen nicht) fiir das Gegenstand-
Merkmal-Paar verwendet werden.

Wir erhalten so den Kontext E’-H = (CN?H_l, MH—h IiiN CN?H_l X Mi—l—l) mit CN?H_l =
{ZINZ L VyfiurZ S §in Eyq} und Gigy = {y|AZ LV y fir £ /¢ in Eiyq } und
die Abbildungen

N g1 (%) falls g, (¥) und my4,(7) mit ¥ § definiert sind
gl-l—l(x) = gz sonst
et () o= m; () falls g, (¥) und m4q(y) mit &/ ¢ definiert sind
Mit1\y) == mg sonst
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Das Verfahren ist beendet, wenn wir En bestimmt haben. Der Begriffsverband E(En)
ist isomorph zu dem von B vollstiandig erzeugten Unterverband U von B(U). Die

erzeugenden Begriffe b; finden wir in B(E, ) wieder als \/,,_p, ¥ (oder als A, _p, )

Das Paar (g,,,m,) ist ein Kontext-Isomorphismus von E, auf den Kontext K :=
(gn(én),rhn(Mn),{(gn(f),rhn(g))|(f, y) € jn}) der trennenden Paare. Dies ist der
Kontext, den wir auch durch Reduzieren von (G, M, J) mit J := U pev A X B
erhalten hétten.

Auf der anderen Seite kann U beschrieben werden als Faktorverband von FCD(B)
beschrieben werden. Ist £ die Menge all der Paare (Z,y), fiir die der Benutzer die
Frage “Gilt AZ < V¢ in B(U)?” bejaht hat, dann gilt U = FCD(B)/0, wobei 0 die
von {AZ¥ < Vy|(Z,y) € L} erzeugte vollstandige Kongruenzrelation ist.

Beispiel: Betrachten wir ein Beispiel aus der Zahlentheorie (vgl. [Wi87], [KIMal).
Zuerst legen wir den Kontext K fest als positiv-Booleschen Kontext zum Kontext
(No,{(k1,..., ki mod m)|m € No, ky, ..., ki <m}, [) mit nl(ky,..., k mod m): <

n = k; mod m oder ...oder n = k; mod m.

Wir wollen den vollsténdigen Unterverband von B(K) bestimmen, der von B =
{b1, by, b3, by} mit by :=Gerade Zahl, by :=Quadratzahl, by :=Summe von zwei Qua-

dratzahlen und by :=Summe von drei Quadratzahlen erzeugt wird.

In den folgenden Abbildungen sind die Explorationskontexte schematisch darge-
stellt. Jeweils links von einem Gegenstand ¢ € Gy steht g(g), falls definiert. Anson-
sten bleibt das Feld leer. Entsprechend wird m(m) iiber m € Mg eingetragen.

Wiéhrend des Verfahrens ist es fiir den Benutzer nicht nétig, die Relation I; bzw. [NZ
des Kontextes zu sehen. Er bendtigt lediglich die Information, welche Gegenstéande
mit welchen Merkmalen in der ,*-Relation stehen. Die in der rechten Spalte alter-
nativ angegebene Schreibweise nutzt diese Tatsache aus. Sie entsteht aus der linken
Darstellung durch Weglassen der Relation I und durch “Herunterklappen” der bei-
den oberen Zeilen. Dadurch stehen die Gegensténde und Merkmale, die durch einen
Doppelpfeil verbunden sind, nebeneinander. Auflerdem werden die Tupel, die Ge-
genstdnde und Merkmale des Explorationskontextes sind, als Verbandsterme umge-
schrieben.

F: “Gilt 1 <077
A: “Nein! Fin trennendes ‘ ! ‘ 1 H 0 ‘ ! ‘
Paar ist 2 und (0,1 m 4).”
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E,

H 0| (0,1 m4)

[2]1]

F: “Gilt 2] 0,77

A: “Jal”

F: “Gilt by [7 (0,1 m 4)?”

A: “Nein!”

(Die zweite Antwort folgt direkt

aus der ersten (s. S. 40))

=
g
E, |=
Sl=
S |s
2 (l,bl) Z X
(1,1) %

F: “Gilt A(1,1) < V(0,51)7”
A: “Nein! Fin trennendes
Paar ist 1 und (0 m 2).”

=
ES
B |S|S
<
clie
2|1 (1,b1) || L] X
1] (1,1) v
F: “Gilt 2] by?”
A: “Nein!”
F: “Gilt by [ (0,1 m 4)?”
A: “Jal”
F: “Gilt 17 by?”
A: “Jal”
F: “Gilt by [ (0 m 2)?”
A: “Nein!”
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BROED

x[2]1[]0[(01m4)]

(In jeder Zeile darf also hochstens
ein X gesetzt werden.)

| E, |
20, ] 0 ](0,1m4)
1 || by
276, [ 0[(0,1 m4)
701 |6, ?
E, |
20, ] 0 ](0,1m4)
1 || by
2 b, ] 0[(0,1m4)]x
x| 1T 11]b] (0m2)




=

e

g | —

E, SHRIS)
Slels|=
S |s o s
elieiee
(1,b1,b2) || | X | X | X
1| (1,1,06,) x| X
(lvblvl) X Z X
(1,1,1) /"

Das Verfahren wird fortgesetzt, bis E, erreicht ist. Die Kontexte E,, E;, E4, E, und

| E,
by A by 0
1 b, by (0 m 2)
AT by | (0.1m4)
1 by Vb,

E, geben wir nur in der alternativen Schreibweise an:

E, |
4| by Aby 0 (1 m 2)
1 b, by (0 m 2)
2 by by (0,1 m 4)
3 1 b V by (0,1,2 m 4)
| E, |
41 by Aby A bs 0 (1 m?2)
1 by A b3 b, (0 m 2)
2 by A bs bs (0,1 m 4)
bg bl vV bg
bl A bg bg
bg bl vV bg
bl bg vV bg
3 1 bV by vV b5 | (0,12 m 4)
E,
41 by ANby A bs 0 (1 m?2)
1 by A b3 b, (0 m 2)
2 by A bs bs (0,1 m 4)
5 b b vOs | (0,1,2.4,6 m3)
6 by b,V 0s | (0,1,2,4,5 m 3)
3 1 bV b,V bs | (0,1,2m4)

43




.....6,8,...,27,
29,30 m 32)

/AN

0....,27,29,
30 m 32)

Summe von drei
3 Quadratzahlen

(0,1,2m4)

(0,1,2,4,6 m 8)

Abbildung 2.4: Von by, by, b3 und by erzeugter vollst”andiger Unterverband

(Om2)
Gerade Zahl &

28

(0,1,2,4,5m 8)

(0,1 m 4)

> Quadratzahl

| E,
1] by AbyAbyAby 0 (1m?2)
1| bAbzAD, by (0m 2)
2| b AbsAby b, (0,1 m 4)
5 bs A by b, V b, (0,1,2,4,6 m 3)
6 by A by by V b3 (0,1,2,4,5 m 3)
3 b by V b, V b3 (0,12 m 4)
bl A bg A bg b4
by A bs by V by
by A bs by V by
b3 by VbV by
b1 bz vV bg AV b4
1 by VbaVbsVby
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=

4 b, AbyAbsAby 0 (1m2)

1| byAbsAD, b, (0 m2)

2 | by AbyA by b, (0,1 m 4)

5 b; A by b, V b, (0,1,2,4,6 m 8)

6 b, A by b, V b5 (0,1,2,4,5 m 8)

3 b b, V by V by (0,1,2 m 4)

28 b, by V b3 V by (0,...,27,29.30 m 32)

7 1 by V by VbV by | (0,....6,8,...,27,29.30 m 32)

Damit ist das Verfahren beendet. Hier ist der Explorations-Kontext E, in ausge-
schriebener Form:

=

[ap]

g

—_ 2

o~ |

[ae i e

= |8

w | w R |

- ElE|l=~|g ]

E, e R Y N B )
SIS = < | = = =)

| | | . .

||l eieee
~lsla|e|=a|% =3

EIEICIEI A

R N - N -
S|S|o|S|s|s|a|=
cleie|le|ele|ee

4 1(1,b1,b,b5,b4) || 1] X | X | X | X | X | X|X
1| (1,1,bs,bs,by) 20 I O I N P
2 | (1,b4,1,03,by) X [l X | x| x| x| X
5 (1,1,1, b3, by) x| x| x| x
6 (1,b4,1,1,by) X X | x| x| x
3 (1,1,1,1,by) x| %
28 (1,b4,1,1,1) X X X [ ] %
7 (1,1,1,1,1) /

Der zugehorige Begriffsverband ist in Abbildung 2.2.2 zu sehen. In ihm sind die
trennenden Gegenstand-Merkmal-Paare jeweils durch ein Symbol gekennzeichnet:
Daf der Gegenstand 6 und das Merkmal (0,1,2,4,5 m 8) ein trennendes Paar bilden,
erkennt man im Diagramm daran, dafl ihr Gegenstands- bzw. Merkmalsbegriff jeweils
durch einen ausgefiillten Halbkreis markiert ist.
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Man beachte, daf} in diesem Liniendiagramm nur die Relation J, die den Unter-

verband beschreibt (vgl. die Definition auf Seite 2.2), abgelesen werden kann, nicht
aber die Relation I des Kontextes K. Aus vg < pm kann man ¢gJm und damit auch
gIm folgern, aber vg £ pm bedeutet nicht, dal g nicht mit m inzidiert. Dies kann
im Liniendiagramm nur fiir die trennnenden Gegenstand-Merkmal-Paare abgelesen
werden.
Der vorgestellte Algorithmus ist nicht optimal in der Hinsicht, dafl er eine mini-
male Anzahl von Gleichungen berechnet, die die auf Seite 41 angegebene Kongru-
enzrelation © erzeugt. Das Verfahren optimiert jedoch die Anzahl der trennenden
Gegenstand-Merkmal-Paare.
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